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Podstawy mikroekonomiczne agregatowe;j
funkcji produkcji o statych przychodach
wzgledem skali
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Bez wqtpienia agregatowa funkcja produkcji
jest najmniej satysfakcjonujgcym elementem
makroekonomii.

J. Temple (1999, 150)

Streszczenie

Problem agregacji odniesiony do produkcji jest bardzo wazny dla
wspotczesnej makroekonomii glownego nurtu ze wzgledu na po-
wszechne wykorzystywanie koncepcji agregatowej funkcji produkcji
(AFP) tak w modelach teoretycznych, jak i w badaniach empirycz-
nych. Celem artykutu jest teoretyczna rekonstrukcja mikroekono-
micznych zalozen lezacych u podstaw AFP o stalych przychodach
wzgledem skali. Artykul ma gléwnie charakter krytyczno-przegla-
dowy, systematyzuje rozproszone w roznych pracach ustalenia oraz
uzupehia je wynikami wlasnymi. Wyjasniono zwigzek koncepcji
AFP zkoncepcja rownowagi ogdlnej w gospodarce. Pokazano, ze
logicznie spojny obraz dziatalnos$ci produkcyjnej na poziomie po-
jedynczych firm w warunkach konkurencji doskonatej, w ramach
ktorego da si¢ skonstruowaé¢ AFP o statych przychodach wzgledem
skali, mozliwy jest przy zatozeniu, ze firmy funkcjonuja na poziomie
minimum swoich U-ksztaltnych krzywych kosztéw przecigtnych,
osiggajac zerowe zyski czyste. Uogolniajac rozwazania na gospodar-
ke wielosektorowa, rozpatrzono problemy, jakie dla kwestii istnienia
AFP stwarza konieczno$¢ agregowania produkcji ré6znych dobr.
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1. Wprowadzenie

Wyobrazenie o istnieniu zagregowanej funkcji produkcji dla gospodarki traktowa-
nej jako catos$¢ zostato po raz pierwszy zarysowane przez Hicksa w jego The Theory
of Wages (1932), cho¢ zdaniem wielu autoréw pierwocin tego pomystu nalezy szu-
ka¢ w pracach XIX-wiecznego ekonomisty neoklasyka Clarka (zob. np. Blaug 2000,
477). Dla neoklasycznych ekonomistow ten konstrukt myslowy stanowit przede
wszystkim element symplistycznej teorii podziatu (udziatu ptac i zyskow w tacz-
nym dochodzie) na zasadzie produkcyjnosci krancowej w zastosowaniu do catoSci
gospodarki, pojmowane;j tak, jakby byta jednym wielkim przedsi¢biorstwem. Pio-
nierska praca Cobba i Douglasa (1928), a pdzniej prace Douglasa z innymi wspot-
pracownikami nad estymacja konkretnej postaci takiej funkcji miaty utwierdzi¢
ekonomistow w przekonaniu, ze zar6wno sama agregatowa funkcja produkcji, jak
i oparta na niej teoria podziatu znajduja potwierdzenie empiryczne. Idee te sg po-
wszechnie wykorzystywane zarbwno w pracach teoretycznych (zagregowane mo-
dele gospodarki), jak i w opartych na nich badaniach empirycznych po dzi$ dzien.
We wspolczesnej teorii makroekonomicznej, w jej gtownym nurcie, standar-
dem jest tzw. podejscie od strony dynamicznej rownowagi ogolnej (dynamic ge-
neral equilibrium approach), nazywane takze makroekonomig walrasowskg'. Po-
dejscie to zdominowato wspotczesng makroekonomi¢ m.in. wskutek dazenia do
oparcia modeli makroekonomicznych na podstawach mikroekonomicznych. Taki
sposob budowania modeli makroekonomicznych uznany zostal za bardziej ,,na-
ukowy” w poréwnaniu z wczesniejszym podejsciem, wywodzacym si¢ z tradycji
keynesowskiej, w ktorym zalezno$ci miedzy zmiennymi makroekonomicznymi
formutowane sg w postaci praw wlasciwych systemowi gospodarczemu jako ca-
os¢, niezaleznych od neoklasycznych schematéw optymalizacyjnych stanowig-
cych sedno teorii mikroekonomicznej. W nowych modelach zaktada si¢ zatem
zachowania optymalizacyjne pojedynczych podmiotow gospodarczych (przedsie-
biorstw i gospodarstw domowych), na bazie ktorych formutuje si¢ nastgpnie row-
nania wigzace zmienne ekonomiczne dla systemu gospodarczego traktowanego
jako cato$¢. Szeroko rozumiany problem agregacji pojawia si¢ wlasnie w zwigzku
z owym przejsciem z poziomu zachowan pojedynczych podmiotdow na poziom
wielkos$ci agregatowych i wigzacych je rownan. W wiekszosci modeli tworzonych
w tym podejsciu, zwlaszcza w modelach wzrostu gospodarczego, modelach real-
nego cyklu koniunkturalnego i wywodzgcych si¢ z nich modelach DSGE?, pojawia
si¢ jaka$ forma agregacji rezultatow dziatalnosci produkcyjnej pojedynczych firm
na podstawie dostgpnych w gospodarce ilosci czynnikow produkcji, wynikajacych
z decyzji optymalizacyjnych gospodarstw domowych. W przypadku kazdego em-

' W kazdym punkcie czasu gospodarka znajduje si¢ w stanie rownowagi ogdlnej w sensie Walrasa
(ceny zawsze czyszcza rynki).
*> Dynamic Stochastic General Equilibrium (dynamiczna stochastyczna rownowaga ogdlna).
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pirycznego zastosowania tych modeli wiarygodnos$¢ formutowanych na ich grun-
cie wnioskow zalezy od zasadnosci zatozen, takze tych dotyczacych agregacji.
Pewien szczegolny typ badan empirycznych oparty jest na agregatowej funkcji
produkcji w sposob bezposredni. Sg to badania okre§lane mianem rachunku wzro-
stu (growth accounting), dotyczace zrodet wzrostu gospodarczego w podziale na
akumulacj¢ czynnikdw wytworczych 1 postep techniczny, mierzony tzw. ogdlng
produktywnoscig czynnikow (fotal factor productivity). W pionierskim pod tym
wzgledem artykule Solow dowodzit, ze 87,5% wzrostu produktywnosci pracy
w sektorze przemystlowym w Stanach Zjednoczonych w latach 1909-1949 wyni-
kato z postepu techniczno-organizacyjnego, a jedynie 12,5% z akumulacji kapitatu
(Solow 1957). Badanie Solowa znalazto wielu nasladowcow’. Szczegdlnie glosne
na przetomie wiekow staly si¢ przeprowadzone wedtug tego schematu badania
Younga (1992; 1995) oraz Kim i Lau (1994) nad zrédtami wzrostu gospodarczego
tzw. tygryséw azjatyckich. Z badan tych miato wynikac, ze spektakularny wzrost
w tym regionie napedzany byt gldwnie przez przyspieszong akumulacje kapitatu,
przy niewielkim, jesli nie zerowym wzro$cie produktywnosci. Wyniki tych badan,
spopularyzowane przez Krugmana (1997), ktory przyrownat wschodnioazjatycki
cud gospodarczy do dokonan Zwiazku Radzieckiego, uruchomity szeroka debate.
W ramach niej kwestionowano m.in. sam paradygmat analityczny, wedlug ktorego
badania te zostaty przeprowadzone (Felipe 1999; 2000; Felipe i McCombie 2003).
Wykorzystujac nieco odmienne, cho¢ rowniez oparte na agregatowej funkcji pro-
dukcji podejscie, Mankiw, Romer i Weil (1992) przeprowadzili zakrojone na sze-
roka skale analizy, obejmujace grupe ponad 100 krajow, uwzgledniajac, obok ka-
pitatu fizycznego i pracy, kapitat ludzki.

Z powyzszego wynika jasno, ze kwestia agregacji ma dla wspolczesnej ma-
kroekonomii znaczenie fundamentalne. Tymczasem nietrudno zgodzi¢ si¢ z opinig
niedawno wyrazong przez Kirmana, Ze na gruncie gtdwnego nurtu makroekonomii
problem agregacji nie zostal w istocie rozwigzany i jest on jedynie traktowany tak,
jak gdyby zostal rozwigzany (Kirman 2010, 508). Dluga historia rozwazan nad
problemem agregacji w odniesieniu do funkcji produkcji, rozpoczeta w drugiej
potowie lat 40. XX wieku na tamach znanego amerykanskiego czasopisma Eco-
nometrica i trwajaca do dzi$ dyskusja nad jego znaczeniem dla makroekonomii
w kontek$cie nowych zastosowan teoretycznych badz empirycznych koncepcji
agregatowej funkcji produkcji, moga sktania¢ do przypuszczenia, ze w tej kwestii
nie wszystko jeszcze zostalo powiedziane. W niniejszym artykule nie zamierzamy
dokonywac¢ petlnego przegladu wszystkich watkow tej dyskusji. Dos¢ obszerny
i cato$ciowy przeglad mozna znalez¢ np. w Felipe i Fisher (2003). Na tle ustalen
literaturowych zwracamy w nim natomiast uwage na pewne fundamentalne kwe-

* Przeglad najwazniejszych wynikow tych badan dla réznych krajéow mozna znalez¢ w: Barro i Sala-
-i-Martin (1995) szczego6lnie Tabela 10.8.
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stie, ktore, zdaniem autora, w literaturze nie zostaty zbyt doktadnie wyjasnione.
Plan dalszych rozwazan jest nastgpujacy. W punkcie drugim, podazajac za Felipem
i Fisherem (2003), wyjasniamy zwiazek koncepcji agregatowej funkcji produkcji
z koncepcja walrasowskiej rownowagi ogdlnej w gospodarce. W tym kontekscie
stawiamy pytanie, jaki obraz dziatalno$ci produkcyjnej na poziomie pojedynczych
firm kryje si¢ za koncepcja agregatowej funkcji produkcji o staltych przychodach
wzgledem skali, stanowiacej centralny element konstrukcyjny wielu modeli ma-
kroekonomicznych oraz podstawe wigkszosci badan empirycznych nad zroédtami
wzrostu gospodarczego. Uzasadniamy, ze prezentowane najczgsciej w literaturze
wyjasnienie tej kwestii, w ktorym zaktada si¢, ze mikroekonomiczne funkcje pro-
dukcji dla poszczegdlnych firm cechujg si¢ statymi przychodami wzglgdem skali,
uwiktane jest w istotne problemy interpretacyjne*. W punkcie trzecim wyjasniamy
szczegotowo, jak w logicznie spojny sposob mozna odpowiedzie¢ na postawione
pytanie odwotujac sie do koncepcji U-ksztattnych krzywych kosztéw przecigtnych
pojedynczych firm’. Analiza prowadzona jest najpierw w kategoriach gospodarki
jednosektorowej, w ktorej wytwarza si¢ jednorodny produkt z uzyciem homoge-
nicznych naktadéw czynnikow produkcji. W kategoriach takiej wtasnie gospodarki
sformutowana jest wigkszo$¢ modeli makroekonomicznych. W punkcie czwartym
uogolniamy rozwazania na gospodarke wielosektorowa. Wyjasniamy nowe pro-
blemy i potrzebe przyjmowania dodatkowych zatozen, jakie dla koncepcji agrega-
towej funkcji produkcji stwarza koniecznos¢ agregowania produkcji roznych dobr.

Literatura na temat problemu agregacji jest do$¢ rozproszona, stad rozwaza-
nia tutaj podjete majg zasadniczo walor porzadkujacy. Korzystamy z niej jednak
W sposob wybiorczy, catos¢ wywodu podporzadkowana jest bowiem glownemu
celowi, a wiec teoretycznej rekonstrukceji mikroekonomicznych zatozen lezacych
u podstaw agregatowej funkcji o statych przychodach wzgledem skali. Artykul ma
zasadniczo charakter krytyczno-przegladowy, przywotuje i systematyzuje rozpro-
szone w ro6znych pracach ustalenia oraz uzupehia je w kilku punktach wynikami
wlasnymi, jak dowody wyr6znionych w tekscie twierdzen.

2. Problemy z agregacja

Wedtug Felipe’a i Fishera (2003) jednym z pierwszych ekonomistow, ktorzy sys-
tematycznie podjeli problem warunkow istnienia agregatowej funkcji produkcji,
byt Klein (1946a; 1946b). Klein rozwazatl mozliwos¢ skonstruowania indeksow
agregujacych wielkosci produktu wytwarzane przez pojedyncze firmy oraz wiel-

* Zwrbcenie uwagi na ten problem autor zawdzigcza recenzentowi swojej pracy doktorskiej, Profe-
sorowi Emilowi Pankowi z Uniwersytetu Ekonomicznego w Poznaniu. Uwagi Profesora staly si¢
bezposrednig inspiracjg do napisania tego artykutu

* Idea ta pochodzi od Solowa (1956). W tej sprawie, zob. cze$¢ 2, s. 148.



Ekonomia nr 45/2016 139

kos$ci zatrudnianych przez nie naktadow czynnikoéw produkeji w taki sposob, aby
pozwalaly na okreslenie funkcyjnej relacji miedzy indeksem globalnej produkcji
a indeksami globalnych naktadow czynnikdéw niezaleznie od sposobu, w jaki na-
ktady te sg rozdystrybuowane pomigdzy poszczegodlne firmy. Jesli ograniczymy si¢
do dwodch czynnikéw produkeji, kapitatu i pracy, problem Kleina mozna sformu-
lowac nastgpujaco: pod jakimi warunkami i w jaki sposob dla danych funkcji pro-
dukeji poszezegélnych firm, ¥ = f(K,,L), dla i =1,2,...,M , mozna skonstru-
owa¢ funkcje (indeksy) agregujace produkt, kapitat i pracg, ¥ = g 1.Y,,...Y,)
K=¢g"(k,K,,...K,), L=g"(L,L,,...,L,,) » tak, ze indeksy te sa powiazane
relacja funkcyjna:

& (Y0¥, ) =F (g5 (K. Ky K ). 8 (Lys Lo L)
lub krotko:

Y=F(K,L).

Nie jest tutaj istotne, czy kapital i praca zuzywane przez poszczeg6lne firmy oraz
wytwarzany przez nie produkt sg fizycznie jednorodne, czy nie. Wazne jest, ze
warunki, o ktore pyta Klein, dotycza jedynie wlasnosci pojedynczych funkcji pro-
dukeji f;, a samo rozwigzanie problemu agregacji ma by¢ niezalezne od jakich-
kolwiek innych zatozen o funkcjonowaniu gospodarki, w tym zatozen behawio-
ralnych dotyczacych zachowan optymalizacyjnych poszczegoélnych firm. Innymi
stowy, agregatowa funkcja produkcji ma obrazowaé mozliwosci produkcyjne dla
catej gospodarki, wywiedzione z dostepnych technik produkcji pojedynczych firm
danych przez mikroekonomiczne funkcje produkc;ji, i analogicznie do tych ostat-
nich ma by¢ relacjg czysto techniczng.

Warunki istnienia rozwigzania problemu Kleina podat Nataf (1948)°. Przyj-
mijmy dla uproszczenia, ze wszystkie firmy wytwarzaja ten sam rodzaj produktu.
Mozemy zatem zdefiniowa¢ produkt globalny jako sume¢ produkcji poszczegol-
nych firm, M
Y=g (.Y Yy) =3 .

i=1

Agregatowa funkcja produkcji istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja pro-

dukcji kazdej firmy jest addytywnie separowana wzgledem kapitatu i pracy, czyli
kazda f, jest postaci:

KLY =(K)+y (L), i=12..M. (1)

M
Wtedy ¥ =F(K,L)=K +L, gdzie K =g"(K,,K,,...K,)) =Y $(K))
i=1

¢ Twierdzenie Natafa podajemy za: Felipe i Fisher (2003, 225).
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M
oraz L=g"(L,L,,...,L,,) = ZV/i(Li)-
i=1
W przypadku, gdy wszystkie firmy zatrudniaja jeden i ten sam rodzaj pracy
oraz jeden i ten sam rodzaj kapitalu, naturalnym sposobem agregacji kapitatu i
pracy jest proste sumowanie po wszystkich firmach, czyli

M M
L= ZLi oraz K = ZKi'
i=1 i1

Jesli tego bedziemy wymagaé od funkcji agregujacych kapitat i prace, g~ i g”,
warunek natozony na funkcje produkcji pojedynczych firm w rownaniu (1) przyj-
muje jeszcze bardziej restrykeyjna postaé. Wtedy ¢@.(K,) = bK, oraz w,(L,) =cL,
przy czym stale b i c sg takie same dla wszystkich firm.

Ograniczenia natozone na mikroekonomiczne funkcje produkcji, umozliwia-
jace ich agregacje zgodnie z podejsciem Kleina, okazaly si¢ tak restrykcyjne, ze
czynig koncepcje agregatowej funkcji produkcji w zasadzie bezuzyteczng zarow-
no z teoretycznego, jak i empirycznego punktu widzenia. Alternatywne podejscie
do problemu agregacji funkcji produkcji, dzi§ powszechnie przyjmowane, zapre-
zentowali po raz pierwszy Pu (1946) i May (1946; 1947). May przekonujaco ar-
gumentowal, iz problem agregacji zostal postawiony przez Kleina w niewlasciwy
sposob. Mozliwosci produkcyjne gospodarki zalezag bowiem nie tylko od mozli-
wosci produkcyjnych poszczegolnych firm (odzwierciedlonych w ich funkcjach
produkcji), ale takze od sposobu, w jaki te mozliwosci sg wykorzystywane, okre-
$lonego przez uwarunkowania socjoekonomiczne odzwierciedlone w rownaniach
behawioralnych i parametrach instytucjonalnych (May 1947, 63). Jak po 20 latach
wyjasnial Fisher (1969, 556), podejmujacy na nowo problematyke agregacji zgod-
nie z podej$ciem Pu i Maya, funkcja produkcji na dowolnym poziomie agregacji
nie opisuje po prostu poziomu produktu osiggalnego przy danych naktadach czyn-
nikow, gdyz poziom ten nie jest okreslony jednoznacznie, lecz raczej maksymalny
poziom produktu osiggalny przy zatozeniu, ze dane naktady czynnikow zostaty
rozdystrybuowane pomiedzy poszczegolne firmy w efektywny sposob. Dopoki
istnieje $cisle okre§lony wzorzec dystrybucji dostepnych w gospodarce czynni-
kéw produkeji migdzy poszezegolnymi firmami, dopoty istnieje Scisle okreslony
poziom globalnej produkcji. Na czym polega operacjonalizacja tej idei w prak-
tycznym zastosowaniu, gdy autorzy ci przechodza do konstrukcji konkretnych
zdezagregowanych modeli rownowagi og6lnej, w ramach ktoérych wyprowadzana
jest agregatowa funkcja produkcji? Zawsze wowczas ten $cisle okreslony wzorzec
dystrybucji wynika po prostu z tego, ze firmy, dziatajace w warunkach doskona-
le konkurencyjnych i akceptujace ceny rynkowe, zatrudniajg czynniki produkcji
zgodnie z warunkami maksymalizacji zysku, zréwnujacymi warto$¢ ich produk-
tow krancowych z rynkowymi cenami czynnikow.
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Zat6zmy, za Pu (1946, 300—-301)", ze w gospodarce funkcjonuje M firm, wy-
twarzajacych jednorodny produkt przy uzyciu jednorodnych zasobow kapitatu i
pracy. Firmy moga mie¢ dostep do réznych technik produkcji. Niech:

Y = f(K,.L), i=L. M, @)

oznacza funkcj¢ produkeji i-tej firmy, gdzie Y;, K;, i L; i oznaczaja, odpowiednio,
produkcje, naktady kapitatu i naktady pracy i-tej firmy. Agregujac naktady kapita-
hu i pracy w ,,naturalny” sposob, czyli poprzez ich sumowanie, mamy:

ZK;K; ZQ:L 3)

Réwnania (3) mozna tez interpretowac jako warunki rownowagi na rynkach
czynnikow produkcji, zrownujace taczne zuzycie wszystkich firm (globalny po-
pyt) z dostepnymi zasobami tych czynnikoéw (globalna podaz).

Dziatajace w warunkach doskonale konkurencyjnych i maksymalizujace zyski
firmy zatrudniajg kapital i prace w takich ilosciach, ze spetione sg rownania:

9 K.L) _ - I(K,L)
oK. oL,

1 1

=w, i=1,...M, (4)

gdzie r, w oznaczaja realne (mierzone w jednostkach produktu) ceny kapitatu i pracy.

Roéwnania (2)—(4) tworzg prosty system rownowagi ogdlnej w gospodarce do-
skonale konkurencyjnej ztozonej z M firm. Mamy tutaj 3M + 2 réwnan i tyle samo
zmiennych, nie liczac K i L. Zaktadamy, ze dla kazdego K i L istnieje jednoznacz-
nie okreslony wektor warto$ci zmiennych [V, K;, L, w, r] spelniajacych rownania
systemu (stan rownowagi ogolnej). Oznaczmy przez Y sumg produktu wszystkich
firm,

M
Y=>7v.

i=1

Mozemy zatem zdefiniowa¢ funkcje przyporzadkowujaca globalnym zaso-
bom kapitatu i pracy globalng wielko$¢ produktu w stanie rownowagi ogodlnej,
Y=F(K,L), czyli agregatowg funkcje produkcji. Nietrudno pokazaé, ze zacho-
dzg nastgpujace rownania (zob. Pu 1946, 301):

" W opisie modelu agregacji przedstawionego przez Pu dokonujemy pewnych modyfikacji pod
katem dalszych rozwazan w artykule, nie zmieniajac jednak podstawowe;j idei tego modelu.
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OF(K,L) _, OF (K, L) W
oK )

2

czyli warunki maksymalizacji zysku dla poszczegolnych firm (4) zostaja przenie-
sione na poziom calej gospodarki traktowanej jak jedno wielkie przedsigbiorstwo.

Akceptujac podejscie Maya i Pu, kilkoro innych autoréw w p6zniejszych la-
tach badato warunki istnienia agregatowej funkcji produkcji w przypadkach, gdy
uchyli si¢ zatozenie o jednorodnosci kapitatu, pracy i/lub produktu. Szczegol-
nie znaczacy wkiad w ustalenie tych warunkow wniosty prace Fishera, zebrane
w Fisher (1993), rozwijane potem przez Blackorby’ego i Schworma (1984; 1988).
Pogladowy przeglad tych badan i osiggnietych rezultatdéw mozna znalez¢ w Felipe
i Fisher (2003). W tym miejscu podkreslimy tylko dwie ogolne kwestie. Pierwsza
jest istotna z punktu widzenia dalszych rozwazan. Wigkszo$¢ warunkow istnienia
agregatowej funkcji produkcji, ktore ustalono w tych pracach, sformutowana jest
przy zatozeniu, ze funkcje produkcji pojedynczych firm sg liniowo jednorodne.
Inaczej mowigc, mozliwos¢ dokonania agregacji silnie zalezy od istnienia sta-
lych przychodow wzgledem skali w odniesieniu do mikroekonomicznych funkcji
produkcji. Po drugie, wyniki tych badan dla koncepcji agregatowej funkcji pro-
dukcji okazaty si¢ bardzo niepomysine, w tym sensie, ze warunki, ktére musza
by¢ spetnione, aby mozna byto dokona¢ agregacji, sg tak restrykcyjne, ze trudno
spodziewa¢ si¢, by miaty cokolwiek wspdlnego z rzeczywistymi procesami pro-
dukcyjnymi. Sugestywnie podsumowat rezultaty tych badan Temple: ,,Rozsgdna
interpretacja wynikoéw tych badan jest taka, ze agregatowa funkcja produkcji —
oraz inne wielkosci zagregowane, takie jak kapitat, inwestycje i naklady pracy
— nie moga by¢ sensownie zdefiniowane w zadnych okoliczno$ciach stosujacych
si¢ do rzeczywistych gospodarek. Odnosi si¢ to rowniez do produktéw marginal-
nych oraz elastycznosci substytucji czynnikow wytworczych. Mowiac wprost,
wielkosci te nie istniejg” (Temple 2006, 302). Jak zauwazyt Fisher (1987, 55),
nie zniechecilo to jednak makroekonomistow do uzywania agregatowych funkcji
produkcji zarowno w ich pracy teoretycznej, jak i empirycznej®.

Zwroé¢my uwage na pewng istotng wlasnos$¢ agregatowych funkcji produkeji
konstruowanych zaréwno przez Maya i Pu, jak rowniez przez wszystkich poz-
niejszych, akceptujacych ich podejscie autorow prac poswieconych problemowi
agregacji. We wszystkich tych pracach analiza rozpoczyna si¢ od zatozenia, ze
w gospodarce funkcjonuje dana liczba firm o danej technologii produkcji (funk-
cjach produkcji). Konstruowane w taki sposob agregatowe funkcje produkc;ji ist-
niejg jedynie dla danego zbioru firm dysponujacych dang technologia produkcji.
Jakakolwiek zmiana w tym zbiorze skutkuje w ogélnym przypadku uniewaznie-

® Renesans neoklasycznej teorii wzrostu gospodarczego (okre§lany nowa teoriag wzrostu lub teorig
wzrostu endogenicznego) pod koniec XX wieku potwierdzit w szczegdlny sposob te teze.
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niem dotychczasowej relacji miedzy globalnymi naktadami i produktem i powsta-
niem w jej miejsce nowej. Warto podkresli¢, ze nie chodzi tu o zmiang w zbiorze
dostepnych technologii produkcji (mikroekonomicznych funkcji produkcji), lecz
wylgcznie o zmiane w zbiorze korzystajacych z nich firm. Scisle rzecz biorac,
pojawienie si¢ choc¢by jednej nowej firmy, ktora skopiuje technologi¢ ktorejs z do-
tychczas dziatajacych, zmienia parametry rownowagi og6élnej w catej gospodarce,
w tym optymalne poziomy produkcji poszczegélnych firm. Nic nie gwarantuje
wowczas, ze globalny poziom produkcji pozostanie taki sam jak przed pojawie-
niem si¢ nowej firmy, mimo ze globalne zasoby kapitatu i pracy nie ulegly zmia-
nie. Skonstruowana w ten sposob agregatowa funkcja produkcji opisuje jedynie
gospodarke zlozong z danego niezmiennego w czasie zbioru firm. Wydaje sie, ze
jesli funkcja ta ma stanowi¢ element konstrukcyjny modeli makroekonomicznych
opisujacych gospodarke w czasie, lub tez by¢ podstawa jakichkolwiek badan em-
pirycznych, potrzebne sg jakies dodatkowe zatozenia.

Po pierwsze, mozna zatozy¢, ze kazda firma ma takg sama, liniowo jednorodna
funkcje produkcji (state przychody wzglgdem skali)’. W takim przypadku nie ma
znaczenia, czy dane naktady kapitatu i pracy zatrudnia jedna duza, czy dziesigé
tysigcy matych firm, czyli liczba dziatajacych firm nie ma wptywu na globalng
warto$¢ produktu. Taki obraz dziatalnosci produkcyjnej na poziomie mikro przed-
stawia si¢ zazwyczaj w literaturze jako mikroekonomiczne podstawy wszystkich
tych zagregowanych modeli gospodarki, w ktorych zaktada si¢ istnienie agregato-
wej funkcji produkcji o statych przychodach wzgledem skali. Jak dalej argumentu-
jemy, niesie on jednak ze sobg istotne problemy interpretacyjne i trudno go uznaé
za zadowalajace wyjasnienie tych kwestii. Alternatywa moze by¢ zdefiniowanie
takiego modelu rownowagi ogolnej, w ktoérym liczba dziatajacych firm przy da-
nych globalnych naktadach produkcyjnych jest jako$ zdeterminowana przez zato-
zenia o funkcjonowaniu rynku i warunki rownowagi rynkowej. W dalszej czgsci
artykutu podazamy tym torem rozumowania.

W tym konteks$cie rozwazmy obszerng klase wszystkich tych modeli makro-
ekonomicznych, w ktorych zaklada si¢ istnienie agregatowej funkcji produkcji
o statych przychodach wzgledem skali. Pierwowzorem byt model wzrostu gospo-
darczego przedstawiony przez Solowa w stynnym artykule z 1956 roku (Solow
1956). Artykut ten stanowit de facto fundament dla tego stylu uprawiania makro-
ekonomii, ktore dzi$ okresla si¢ mianem podejscia od strony rownowagi ogolnej.
State korzysci skali agregatowej funkcji produkcji uwazane sa czesto za wyraz
zatozenia, ze dziatalno$¢ produkcyjna odbywa si¢ w warunkach konkurencji do-
skonalej. W znanej ksiagzce Blauga znajdujemy nawet jednoznaczne stwierdzenie

° Przypadek, gdy funkcje produkcji poszczegdlnych firm sg liniowo jednorodne, lecz réznig si¢
migdzy sobg, nie gwarantuje ani wspomnianej stabilnosci relacji miedzy produktem a naktadami,
ani nawet istnienia stanu rownowagi ogolnej, dla ktérego taka relacje mozna jednoznacznie okreslic.
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»W gruncie rzeczy doskonato$¢ konkurencji oznacza, ze produkcja odbywa si¢
przy statych przychodach wzgledem skali; zmienno$¢ przychodow wzglgdem ska-
li jest nie do pogodzenia z konkurencja doskonaty” (Blaug 2000, 464). Mozna
postawic¢ pytanie, jak ekonomisci, postugujacy si¢ tego typu zagregowanymi mo-
delami, badz tez stosujacy agregatowe funkcje produkcji o statych przychodach
wzgledem skali w badaniach empirycznych, wyobrazaja sobie (lub tez powinni
sobie wyobraza¢) funkcjonowanie takiej konkurencyjnej gospodarki na poziomie
pojedynczych firm? W literaturze ta podstawowa kwestia nie zostata doktadnie
wyjasniona.

W prezentacjach tego zagadnienia zwykle zaktada sie, ze kazda firma ma do-
step do tej samej technologii opisywanej przez liniowo jednorodng funkcjg pro-
dukcji (zob. np. Barro i Sala-i-Martin 1995, 60-71; Blanchard i Fischer 1990,
48-51; Fernandez, Novales i Ruiz 2009, 126-130). Firmy dziatajagce w warunkach
doskonatej konkurencji podejmujg decyzje o wielkoSci zatrudnienia kapitatu, K,
i pracy, L, a tym samym wielkosci produkcji na podstawie rynkowej informacji
o cenach wytwarzanego produktu i zuzywanych czynnikow (ktore przyjmuja jako
dane), rozwiazujac zadanie maksymalizacji zysku:

max { PF(K,L)—RK —WL},
K,L

gdzie F(K, L) oznacza funkcj¢ produkcji pojedynczej firmy, P to rynkowa cena
produktu, za§ R, W — rynkowe nominalne stawki wynagrodzen dla kapitatu i pracy
(ceny kapitatu i pracy). Z teorii optymalizacji wiadomo, ze jesli funkcja produkcji
F jest silnie wklesta oraz spetnione sg tzw. warunki Inady:

lima—ono, lima—F=oo, lima—F=O, limaF=

—=0
K—0 oK L—0 O, K—» oK L—wo 9L,

to dla dowolnych warto$ci P, R, W powyzsze zadanie ma rozwigzanie K> 0, L> 0,
ktore spetnia warunek:

8F(K,L):r’ 8F(K,L):W’ 5)
oK oL
gdzie r = R/P, w = W/P to rynkowe realne stawki wynagrodzen dla kapitatu i pracy
(ceny kapitatu i pracy wyrazone w jednostkach produktu). Przedsigbiorca angazuje
zatem czynniki produkcji w takiej ilosci K, L, aby ich krancowe produktywnosci
zrownatly si¢ z cenami rynkowymi. Po uzmiennieniu » i w rownania (5) definiuja
krzywe popytu pojedynczych firm na czynniki produkcji. Po zsumowaniu tych
krzywych dla wszystkich dziatajacych firm (w konkurencji doskonatej zaktada sie,
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ze jest ich duzo, co gwarantuje brak wptywu pojedynczej firmy na ceny), otrzymu-
je sie rynkowe funkcje popytu na czynniki produkcji, ktére wespot z rynkowymi
funkcjami podazy (badz egzogenicznie danymi zasobami kapitatu i pracy), deter-
minuja rynkowe stawki wynagrodzen. W ten sposob model si¢ domyka i mamy
spojny obraz dziatalnosci produkcyjne;.

Liniowo jednorodna funkcja produkcji, ktora si¢ tutaj zaktada, nie jest jed-
nak funkcja silnie wklesta, zatem nie ma gwarancji istnienia rozwigzania zadania
maksymalizacji zysku. Aby si¢ o tym przekona¢, wré¢my do uktadu rownan (5).
Z pozoru moze wydawac si¢, ze mamy tutaj dwa rownania z dwiema niewiadomy-
mi. Ze wzgledu jednak na liniowa jednorodnos¢ funkcje produkeji F(K, L) mozna
zapisa¢ w nastepujacy sposob: F(K, L) = LF(k,1) = Lf(k), gdzie k = K/L. Wtedy
réwnania (5) sg rownowazne rOwnaniom:

f®y=r,  flk)—k'k)=w. (6)

Mamy zatem dwa rownania z ta sama niewiadoma k. W ogdlnym przypadku
dla zadanych r i w powyzszy uktad rownan moze nie mie¢ w ogole rozwigzania.
Optymalny stosunek kapitatu i pracy k dla pojedynczej firmy istnieje tylko wtedy,
gdy rynkowe ceny tych czynnikow pozostajg wzgledem siebie w okreslonej relacji
wynikajgcej z wlasnosci funkcji produkcji'. Jesli ceny te jakim$ sposobem ustalg
si¢ na poziomach spetniajacych wymagang relacje, to firma powinna zatrudniac¢
kapitat i prace w okres§lonej proporcji, osiagajgc przy tym zerowe zyski czyste (co
wynika z rownan (6)). Nie sposob jednak ustali¢ dla pojedynczej firmy optymalnej
wielkosci zatrudnienia tych czynnikdéw i optymalnej wielkos$ci produkcji'. Nie da
si¢ zatem rowniez wyznaczy¢ funkcji popytu na czynniki produkcji dla pojedyn-
czych firm, a tym samym funkcji popytu rynkowego, nie wiadomo wiec, w jaki
sposob ustalane sg rynkowe stawki wynagrodzen. W prezentacjach modeli makro-
ekonomicznych'? zazwyczaj po prostu zaktada si¢, ze rynkowe ceny kapitatu i pra-
cy sa rowne produktom krancowym tych czynnikdéw, uzasadniajgc to warunkami
rownowagi w gospodarce konkurencyjnej — jesli przyjmiemy dla uproszczenia, ze
globalne zasoby kapitatu i pracy sa egzogenicznie dane, to dany jest rowniez ich

" Np. dla funkcji Cobba-Douglasa K“L~ ukiad réwnan (6) ma postaé: @k =r, (1—a)k* =w.
Aby uktad ten miat rozwigzanie, musi zachodzi¢ w=(1-«) [L] .
a
"' Formalnie nie stanowi to przeszkody w zagregowaniu produkcji poszczegdlnych firm. Jesli przez
n oznaczymy liczbe firm, a przez L; wielko$¢ naktadow pracy w i-tej firmie, agregacj¢ mozna
przeprowadzi¢ zgodnie z rGwnaniem:
Y=Y LF(k)=F(1,k)Y L =LF(l,k)=F(L,K).
i=1 i=1
Wyprowadzona w ten sposob agregatowa funkcja produkcji jest po prostu przeskalowang wersja

funkcji produkceji pojedynczych firm.
" Zob. np. cytowang wyzej literature.
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stosunek £ = K/L; wtedy ceny kapitatu i pracy, r, w, w rdwnowadze konkurencyjne;j
ustalaja si¢ na poziomach speliajacych roéwnania (6). Zazwyczaj dodaje si¢ row-
niez, ze model nie determinuje wielkosci produkcji pojedynczych firm. Jednakze
przy zatozeniu, ze funkcje produkcji pojedynczych firm cechuja si¢ statymi przy-
chodami wzgledem skali, trudno sobie wyobrazi¢, jak miatby dziala¢ mechanizm
rynkowy sprowadzajacy gospodarke do takiego stanu rownowagi. Ponadto, jak juz
wspomniano, w tak okreslonym stanie rownowagi, jesli jakim$ sposobem zosta-
nie osiagnigty, nie jest ustalona skala produkcji pojedynczych firm. Nieoznaczona
jest takze liczba dziatajacych firm. T¢ samg produkcje globalng moze wytwarzaé
rownie dobrze dziesigc tysigcy takich samych matych firm, jak i jedno gigantyczne
przedsigbiorstwo. Stawia to pod znakiem zapytania postulat bardzo duzej liczby
firm jako warunku doskonatosci konkurencji, czyli takiej formy organizacji rynku,
w ktorej zadna z firm nie ma wplywu na ceny.

Zpowyzszychuwag wynika, ze taki sposob opisu gospodarkina poziomie mikro,
jako uzasadnienie liniowo jednorodnej agregatowej funkcji produkcji oraz ksztal-
towania si¢ cen czynnikow produkcji na poziomach ich krancowych produktyw-
nos$ci, wydaje si¢ co najmniej niewystarczajacy. Jak przenikliwie zauwazyt Blaug
(2000, 464), nie bez powodu pierwsi ekonomisci neoklasyczni tworzacy teori¢
przedsiebiorstwa funkcjonujgcego w warunkach konkurencji doskonatej opierali
si¢ mys$li o zarzuceniu koncepcji dtugookresowych krzywych kosztow przeciet-
nych w ksztalcie litery U (zamiast ptaskich krzywych kosztow odpowiadajacych
funkcji produkcji o statych przychodach wzgledem skali). Do tej koncepcji odwo-
luje si¢ rowniez sam Solow w jednym z przypisdéw w cytowanym juz wczesniej
artykule. Solow wspomina tam o U-ksztattnych krzywych kosztéw przecietnych
pojedynczych firm, o tym, ze kazda firma produkuje przy lokalnie stalym koszcie
oraz ze zmiany zagregowane]j produkcji odbywaja si¢ wylacznie poprzez wejscia
—wyjscia identycznych firm o optymalnych rozmiarach (Solow 1956, 79). Przej-
$cie z tak scharakteryzowanego poziomu mikro na poziom makro (agregatowej
funkcji produkcji) nie zostato nigdzie doktadnie przedstawione, bedzie to przed-
miotem rozwazan w dalszej cze$ci artykutu.

Wigkszo$¢ modeli makroekonomicznych sformutowana jest przy zatozeniu,
ze w gospodarce wytwarza si¢ jednorodny produkt przy uzyciu jednorodnych na-
ktadow czynnikéw produkcji. W ten sposdb omija si¢ wszystkie problemy zwia-
zane z koniecznos$cig agregowania réoznych rodzajow nakladow i produktu. Po-
stawiony problem analizujemy w kolejnym punkcie w kategoriach takiej wtasnie
gospodarki. W punkcie 4 przedyskutujemy mozliwo$¢ uogolnienia na gospodarke
wielosektorowa.
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3. Konstrukcja agregatowej funkcji produkcji o stalych przychodach
wzgledem skali dla gospodarki jednosektorowej

Rozpoczniemy od kroétkiego przypomnienia modelowego opisu funkcjonowania
firmy w warunkach konkurencji doskonatej, znanego ze wszystkich podrgcznikow
do mikroekonomii.

Technologie produkcji firm opisuje dwuczynnikowa funkcja produkcji,
0O=¢q(K, L), ktora na pewnym obszarze ,,matych” naktadéw (mata skala produkc;ji)
cechuje si¢ rosngcymi efektami skali produkcji, a na obszarze ,,duzych” naktadow
(duza skala produkcji) — malejacymi efektami skali. Aby zagwarantowac istnie-
nie jednoznacznego rozwigzania problemu maksymalizacji zysku przez przed-
sigbiorstwa zakladamy takze, ze funkcja produkc;ji jest silnie wklgsta w obszarze
malejacych efektow skali”. Przyktadowy wykres takiej funkcji przedstawiono na
Rycinie 1.

AQ

B N

krzywa minimum-KP

K
Rycina 1. Funkcja produkcji

Oznaczenia: A — obszar rosnacych efektow skali, B — obszar malejacych efektow skali
Zrodto: opracowanie whasne.

Poniewaz w galezi przemystu dziala bardzo duza liczba firm wytwarzajacych
jednorodny produkt, pojedyncze firmy nie majg wptywu na ceny. Przy zadanych ryn-
kowych cenach kapitatu i pracy funkcja produkcji generuje U-ksztattng funkcje kosz-
tow przecigtnych, przyporzadkowujaca kazdej wielkosci produkcji minimalny koszt

" Dla zagwarantowania istnienia skonczonego rozwigzania problemu maksymalizacji zysku
I . s . S Oq . 0Oq
powinni$my takze zatozy¢, ze spetnione sa nierdwnosci: lim 8_K <r, lim 8_L <w.
K—x© L—>x©
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jej wytworzenia. Firmy maksymalizuja zyski wybierajac taka wielko$¢ produkcji,
przy ktorej krancowy koszt jej wytworzenia zrownuje si¢ z ceng rynkowg produktu,
przy czym zrownanie to zachodzi na rosngcym odcinku kosztu marginalnego. Ro-
snacy odcinek kosztu marginalnego powyzej minimum kosztu przecigtnego stanowi
krzywa podazy pojedynczej firmy, a suma krzywych podazy wszystkich firm w gate-
zi wyznacza krzywa podazy produktu tej gatezi. Jednoczesnie firmy zatrudniajg takie
iloSci czynnikdw wytworczych, dla ktorych wartosci ich produktow marginalnych
(produkt marginalny pomnozony przez cen¢ produktu) zrownuja si¢ z rynkowymi ce-
nami tych czynnikéw. Najczesciej dla prostoty wywodu przyjmuje si¢, ze dana gataz
przemystu jest na tyle mata w porownaniu z catg gospodarka, ze wielkos¢ produkc;ji
tej gatezi 1 zwigzane z nig zapotrzebowanie na czynniki wytworcze nie majg wply-
wu na rynkowe ceny tych czynnikow. Cena produktu wytwarzanego w galezi ustala
si¢ natomiast na poziomie zrownujacym podaz produktu tej galezi i popyt rynkowy.
Dopdki cena produktu znajduje si¢ na takim poziomie, ze pozwala na osigganie przez
firmy tzw. czystego zysku (zysku po optaceniu pracy i kapitatu wedlug rynkowych
stawek wynagrodzen), do gatezi wchodza nowe firmy, powodujac zwigkszenie po-
dazy produktu i spadek ceny. W dlugookresowej rownowadze gatezi przemystu cena
produktu ustala si¢ na poziomie minimum kosztu przecig¢tnego, a firmy osiagaja ze-
rowe zyski czyste'. Sytuacje te przedstawiono na Rycinie 2.

A KM, KP, P
KM  KP

rosngce korzysci skali malejace korzysci skali

Rycina 2. Krzywe kosztow i maksymalizacja zysku przez firme
w dlugookresowej rownowadze galezi przemyshu

Oznaczenia: KM — koszt marginalny, KCP — koszt przecigtny, P — cena produktu, Q — wielko$¢ produkeji,
Q* — wielko$¢ produkeji przedsigbiorstwa w dtugookresowej rownowadze gatezi przemystu (zerowe zyski czyste).
Zrodto: opracowanie whasne.

' Zerowy zysk czysty nie oznacza, ze firma nie osigga zysku ksiegowego. W koszty ekonomiczne
produkcji wliczony jest bowiem tzw. zysk normalny pokrywajacy koszty alternatywne (koszty
utraconych korzys$ci) zaangazowania pieni¢dzy i czasu przez prowadzacego przedsigbiorstwo.
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Oznaczmy przez E, L oraz O=0(K,L) takie wielkosci kapitatu, pracy
oraz produkcji pojedynczej firmy, dla ktorych dlugookresowa krzywa kosztu prze-
cigtnego (przy danych cenach kapitatu i pracy, R, W) osiagga minimum. Nietrudno
ustali¢, ze wielkosci K, L oraz O =Q(K,L) zaleza od relacji Wi R, a nie od
ich bezwzglednych poziomoéw. Zwigkszajac m-krotnie W i R uzyskujemy bowiem
m-krotny wzrost kosztu przecigtnego dla kazdego poziomu produkcji, zatem wiel-
kos¢ produkeji, dla ktorej krzywa KP osigga minimum, nie ulega zmianie. Zdefi-
niyjmy krzywa minimum-KP (minimum kosztu przeci¢tnego) jako zbior par K, L
odpowiadajacych roznym relacjom cen czynnikow wytworczych W/R. W uktadzie
wspdtrzednych K x L krzywa minimum-KP stanowi granice pomigdzy malejgcy-
mi i rosngcymi efektami skali produkcji, co pokazano na Rycinie 1.

Rozwazmy teraz gospodarke, w ktorej wytwarza si¢ jednorodny produkt. Po-
niewaz cata gospodarka stanowi jedng galaz przemystu, zmiana wielkosci produk-
tu, a tym samym popytu na czynniki produkcji wplywa na ceny tych czynnikow.
Kazda firma ma dostep do tej samej technologii produkcji, danej przez funkcje
produkcji o okreslonych wczesniej wlasnosciach:

O =q(K',L), (7

gdzie Q* to produkcja, za§ K, L to naktady kapitatu i pracy zatrudniane przez
pojedyncza firme.

Firmy dziatajgce w warunkach konkurencji doskonalej maksymalizujg zyski,
zatrudniajac takie ilosci kapitatu i pracy, dla ktorych spetlnione sg rownania:

oq , o« .+
Ak y=r, LK, [Y=w, 8
(K L)=r, — (K. L)=w (®)

gdzie r = R/P, w = W/P oznaczaja realne ceny kapitalu i pracy (wyrazone w jed-
nostkach produktu).

Rynki kapitatu i pracy znajduja si¢ w rownowadze:

nK =K, nlL=L, )

gdzie n oznacza liczbe firm w gospodarce, zas K, L — globalne zasoby (podaz)
kapitatu i pracy.

Uktad réwnan (7)—(9) definiuje prosty model réwnowagi ogolnej, w ktorym
wielkosci zmiennych n, K i L sg egzogenicznie dane. W rownowadze rynkowej
ceny realne kapitalu i pracy sg dane przez

oq (K LJ 6q(K Lj
r=—|—H— |-\ W=—"-| —5— |
oK\ n n oL\ n n
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a produkcja pojedynczej firmy wynosi

o =q<K*,L*)=q(5,£j.

n n

Oznaczmy przez Y globalng produkcj¢ w gospodarce:
. K L
Y=nQ = nq(—,—j.

n n

Tak dtugo, jak zyski czyste sg dodatnie, firmy funkcjonuja w obszarze malejacych
efektow skali. Oznacza to, ze zachodzi nieréwnos$¢

anq(5,£j>q(1<,m.
n n

Pokazuje to dwie rzeczy. Po pierwsze, w ogélnym przypadku globalna pro-
dukcja zalezy od liczby dziatajacych firm, nie za$ jedynie od globalnych zasoboéw
kapitatu i pracy. Po drugie, wraz ze wzrostem liczby dziatajacych firm globalna
produkcja rosnie (przy danych zasobach kapitatu i pracy), zatem gospodarka zu-
zywa dostepne czynniki produkcji efektywnie;.

Przyjmujemy teraz zatozenie o swobodzie wejsScia/wyjscia (free entry & exit)
i traktujemy liczbe dziatajacych firm » jako zmienng endogeniczng. Poniewaz
nowi potencjalni producenci maja dostep do tej samej technologii produkcji, nowe
firmy beda podejmowaé dziatalnos¢ produkcyjng dopdty, dopoki zyski czyste sa
dodatnie. Zatem liczba dziatajacych firm rosnie i redukuje proporcjonalnie ilosci
kapitatu i pracy zatrudniane przez kazda pojedyncza firme (poprzez rosnace realne
ceny kapitatlu i pracy). Proces ten zachodzi dopoty, dopdki firmy dziataja w ob-
szarze malejacych przychodéw. Pojedyncza firma przesuwa si¢ wzdtuz promienia
okreslonego przez globalne zasoby kapitatu i pracy, K/L, az do momentu osiggnig-
cia punktu ( K, L ) na krzywej minimum-KP, kiedy to zyski czyste spadajg do zera.
Woéwczas liczba firm dziatajacych w gospodarce osiaga poziom maksymalny, jako
ze dalszy ich przyrost sprowadziltby zyski kazdej firmy ponizej zera i sktaniat je do
zaprzestawania produkcji.

W dlugookresowej rownowadze konkurencyjnej w gospodarce kazda firma
funkcjonuje na krzywej minimum-KP osiggajac zerowe zyski czyste. Oznacza to,
ze spetnione jest rOwnanie:

wL +rK =q(L',K"). (10)

Definicja 1. Stanem dtugookresowej rownowagi konkurencyjnej w gospodar-
ce przy danych globalnych zasobach kapitalu K i pracy L nazywamy wektor
V= [K L0 n,w, r] spetniajacy uktad réwnan (7)—(10).

Z rownan (8)—(10) wynika, ze w dlugookresowej rownowadze konkurencyjnej
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funkcjonuje taka liczba firm n, ze dla danych zasobow K i L zachodzi nastepujace

@[5 £j.5+a_q(5 £j.£=q(5 5} (1)

oOK\n'n) n oL\n'n) n n'n

rownanie:

Przy przyjetych zalozeniach o funkcji produkcji pojedynczych firm n bedace
rozwigzaniem powyzszego rownania jest okreslone jednoznacznie®”. Wtedy n oraz
pozostale zmienne w wektorze V sg funkcjami globalnych zasobow kapitatu i pra-
cy, KiL.

Definicja 2. Agregatowg funkcja produkcji nazywamy funkcje, ktora kazdemu
wektorowi globalnej podazy kapitatu i pracy przyporzadkowuje globalng wielkos¢
produkcji w rownowadze dtugookresowej w gospodarce, Y = F(K,L).
Udowodnimy teraz trzy istotne wtasnosci agregatowej funkcji produkcji.

Twierdzenie 1. Agregatowa funkcja produkcji wyznacza maksymalng mozliwa
wielkos¢ globalnej produkcji przy danych globalnych zasobach kapitatu i pracy.
Dowéd. Dla dowodu nie wprost zatézmy, ze przy danych globalnych zasobach
kapitatu K i pracy L w gospodarce mozliwe jest wytworzenie wigkszej produk-
cji, niz to wynika z agregatowej funkcji produkcji. Oznaczmy nowy maksymalny
poziom globalnej produkcji przez Y, przy czym Y'> F(K,L) . Wtedy jednak
firmy znajdujg si¢ poza krzywa minimum-KP w obszarze malejacych przychodow
wzgledem skali. Redukcja naktadow kapitatu i pracy w kazdej firmie o czynnik
A >1 prowadzi do zmniejszenia produkcji kazdej firmy o czynnik & >1, przy
czym K < A. Dla petnego wykorzystania zasobow kapitatu i pracy w gospodarce
liczba firm musi wzrosnaé o czynnik A. Zatem globalna wielko$¢ produkcji ro-
$nie o czynnik A/ & >1, co prowadzi do sprzecznosci z zatozeniem dowodu nie
wprost.

'* Zwracamy uwage, ze nie jest to konieczne dla zagwarantowania istnienia agregatowej funkcji
produkcji. Jesli zamiast krzywej minimum-KP przyjeliby$my, ze funkcja produkcji pojedynczej
firmy cechuje si¢ stalymi przychodami wzgledem skali w pewnym obszarze migdzy rosngcymi
i malejacymi efektami skali, to wowczas zamiast pojedynczej warto$ci n mieliby$my caty zakres n
spelniajacych rownanie (8). Ale ze wzgledu na state przychody wzgledem skali globalna produkcja
w calej gospodarce bytaby ta sama dla wszystkich n nalezacych do wspomnianego zakresu. Zatem
dla danych K i L wciaz bytaby okreslona jednoznacznie.

Dla $cistosci powinni§my zaznaczy¢, ze zdefiniowana tutaj agregatowa funkcja produkcji nie
jest funkcja ciagla. Poniewaz n musi by¢ liczba calkowita, agregatowa funkcja produkcji jest nie-
cigglta w przypadku zmian globalnej produkcji mniejszych niz produkcja optymalna pojedynczej
firmy. Jednak w analizach dtugookresowych, w ktorych funkcja produkcji zazwyczaj jest uzywa-
na, oraz wobec zatozenia istnienia bardzo duzej liczby firm, fakt ten mozna zignorowac.

' Taki maksymalny poziom produkcji musi istnie¢, gdyz przy skonczonych zasobach czynnikow
produkcji nie da si¢ osiagnac nieskonczonego poziomu produkcji (postulat braku rogu obfitosci).
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Twierdzenie 2. Agregatowa funkcja produkcji jest liniowo jednorodna, czyli
F(EK,EL)=EF (K, L), dlakazdego & > 0.

Dowod. Zatozmy, ze K'=EK,L'=EL . Poniewaz gospodarka znajduje sie w
(nowym) stanie dtugookresowej rownowagi konkurencyjnej, liczba dziatajacych
firm n' spetnia rownanie:

9q (cK f_Lj.f_Kﬁ_‘l(f_K 2).2_ (f_K éj
oK\ n'’ n' n' oL\ n'’n' ) n qn"n"
dla danych K, L oraz ¢ .

Przyjmijmy n=n'/ & . Mozemy teraz zapisa¢ powyzsze rownanie w nastepu-

jacej postaci:
wlsh i)
oK na\n ) NS

Pordéwnujgc to rdwnanie z (5), wnioskujemy, ze n=n.Zatem n'= én.

K L
Dla K, L globalna produkcja wynosita Y = F(K, L) = ng [— , —j . Teraz zas,
dla (K, &L wynosi: non

— F(K.EL)=n' (i ff] “@K ?L

] en ( —) =SF(K,L),
co konczy dowdd Wiasnosci 2.

Pokazuje to rowniez, ze w rozwazanej gospodarce zmiana skali produkcji
wywotana proporcjonalng zmiang zasobow kapitatu i pracy odbywa si¢ poprzez
zmiang liczby dziatajgcych firm, nie za§ wskutek zmian produkcji pojedynczych
firm.

Twierdzenie 3. Pochodne pierwszego rzedu agregatowej funkcji produkcji (pro-
dukty marginalne kapitatu i pracy) sa rowne rynkowym cenom czynnikéw pro-
dukcji: oF 8 )
P kory=r. L(K.L)=w
oK L
Dowéd. Poniewaz agregatowa funkcja produkcji F(K,L) jest liniowo jednorodna,
jej pochodne czastkowe sg dodatnio jednorodne stopnia 0. Stad:

6F(K’L) 8F(K Lj a_F(K’L) 8F(K Lj, (12)
oK oK oL oL

dla dowolnego n>0. Niech n=n(K,L) oznacza liczb¢ firm w roéwnowadze
dtugookresowej dla danych K i L. Wtedy
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K L
F(KaL) = nQ(_a_)a
n n
dla dowolnych K i L. Jednoczes$nie, ze wzgledu na liniowg jednorodno$¢ funkcji

F(K L), mamy:
K L
F(K,L):I’ZF(—,—),
n n

dla dowolnych K i L. Zatem:

K L
(E4454)
n n n n

Poniewaz réwnanie to zachodzi dla dowolnych K i L, mamy réwniez:
OF(K L) dq(K L) OF(K L) dq(K L
oK\ n'n) oK\ n'n oL\ n’n) oL\ n’n)

Stad oraz z (12) wynika, zZe:

a_F(K,L):a_q(E,ﬁj oraz 6_F(K,L):@ K L)
oK 0K\ n n oL OL\ n n
Poniewaz a—q(£,£):r’ a—q(E,éj:w,

oK\ n n oL\ n n

otrzymujemy: 2—Z(K,L) =r, Z—IZ(K,L) =w.

Agregatowa funkcja produkcji jest styczna do mikroekonomicznej funkcji produk-
cji (dla n=1), przy czym zbiorem punktéw stycznosci jest krzywa minimum-KP.
W przedstawionym tutaj modelu gospodarki zatozylismy, ze funkcje produkcji
wszystkich firm sg takie same. Zalozenie to wydaje si¢ kluczowe dla uzyskanych
wynikow (istnienia agregatowej funkcji produkcji o statych przychodach wzgledem
skali). Jesli firmy majg rozne krzywe kosztow, to w rownowadze tylko firma(-y)
marginalna(-e) funkcjonuje(-3) na poziomie minimum kosztu przecigtnego, czyli
na krzywej minimum-KP, a firmy o nizszych kosztach osiagaja zyski czyste. Jesli
jednak wiedza o technikach produkcji jest ogdlnie dostgpna, to firmy osiagaja-
ce mnigjsze zyski czyste beda nasladowaé bardziej efektywne techniki produkcji
innych firm. Ostatecznie wszystkie dziatajgce firmy wykorzystywatyby te sama
funkcje produkcji, doprowadzajac gospodarke do takiego stanu réwnowagi dtu-
gookresowej, jaki zdefiniowaliémy w naszym modelu. Jesli zas wiedza o techni-
kach produkcji ogdlnie dostgpna nie jest i funkcje produkcji poszczegolnych firm
ro6znig si¢ migdzy soba, to okreslony stan rownowagi dlugookresowej w gospo-
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darce 1 agregatowa funkcja produkcji istnieja jedynie dopoty, dopoki w zbiorze
dziatajacych firm i ich technologiach produkcji nie zachodzg zadne zmiany. Scisle
rzecz biorac, pojawienie si¢ cho¢by jednej nowej firmy, ktéra skopiuje technologie
ktorej$ z dziatajacych dotychczas firm, zmienia parametry rownowagi dlugookre-
sowej w calej gospodarce, w tym optymalne poziomy produkcji poszczegolnych
firm. Nic nie gwarantuje wowczas, ze globalny poziom produkcji pozostanie taki
sam, jak przed pojawieniem si¢ nowej firmy, pomimo ze globalne zasoby kapitatu
i pracy nie ulegly zmianie. Mozemy zatem mowi¢ o agregatowej funkcji produk-
cji dla danego zbioru firm dysponujacych taka, a nie inng technologia produkcji,
jednak taka funkcja produkcji z pewnoscig nie jest liniowo jednorodna. Podsumo-
wujac, zalozenie o powszechnej dostepnosci wiedzy technologicznej o dostepnych
w gospodarce procesach produkcji jest konieczne dla uzasadnienia istnienia agre-
gatowej funkcji produkcji o statych przychodach wzglgdem skali.

4. Agregatowa funkcja produkcji dla gospodarki wielosektorowej

W dotychczasowych rozwazaniach zakladalismy, ze w gospodarce wytwarzany
jest jeden rodzaj produktu. Powstaje pytanie, czy model mozna uogélni¢ i wypro-
wadzi¢ agregatowa funkcje produkcji dla gospodarki, w ktdrej wytwarza si¢ wiele
réznych rodzajow dobr? Méowigc o agregatowej funkcji produkcji dla gospodarki
wieloproduktowej, chcieliby$my w réwnaniu Y = F(K,L) moc interpretowad
Y jako pewien agregat réznego rodzaju dobr wytwarzanych w catej gospodarce,
ktorego poziom jest jednoznacznie zdeterminowany przez strumienie ushug glo-
balnych zasobow kapitatu i pracy. W jaki sposob ten agregat moze by¢ skonstru-
owany?

W badaniach empirycznych do agregowania strumieni produktow i ustug wy-
twarzanych w gospodarce w pewnym przedziale czasu uzywa si¢ po prostu cen
rynkowych. Jesli agregacje przeprowadza si¢ dla roznych okresow, stosuje si¢ ceny
stale z wybranego okresu (bazowego), a zmiany tak obliczonego agregatu okre-
$la jako zmiany realnego produktu i interpretuje jako zmiany fizycznej wielkos$ci
produkcji. Procedura ta pozwala jako$ odseparowaé zmiany fizycznej produkcji
od zmian cen, nie zmienia to jednak faktu, ze wcigz porownuje si¢ dwie wielko-
$ci ujete wartoSciowo (wartosci produkcji), nie zas domniemane fizyczne rozmiary
produktu. W istocie nic takiego jak jednorodna fizyczna wielkos¢ produktu global-
nego nie istnieje, co stawia pod znakiem zapytania nie tylko istnienie agregatowej
funkcji produkcji dla faktycznych gospodarek, ale tez sam sens takiej koncepcji.
Niemniej jednak warto zauwazy¢, ze z punktu widzenia agregatowej funkcji pro-
dukcji tak naprawde nie jest istotne, w jakich jednostkach jest mierzony i w jaki
sposob skonstruowany agregat ,,globalnej produkcji”, a jedynie to, czy i przy jakich
zatozeniach wielkosc¢ tego agregatu jest jednoznacznie zdeterminowana przez wiel-
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kosci ujete z prawej strony rownania produkcji jako argumenty funkcji (strumienie
ustug globalnych zasobow kapitatu i pracy).

Aby rozwazy¢ ten problem, uogoélniamy nasz model rownowagi ogélnej na
gospodarke, w ktorej wytwarza si¢ M réznych débr w M oddzielnych sektorach
produkcyjnych, z ktorych kazdy funkcjonuje tak, jak gospodarka opisana w czg-
$ci 3. Produkcja i-tego dobra w pojedynczej firmie dzialajacej w i-tym sektorze
gospodarki odbywa si¢ zgodnie z funkcja produkcji:

Qi*:qi(lg*al‘:)’ i=L..,M, (13)

o okreslonych wezesniej wlasnosciach. Oznaczymy przez n; liczbe firm dziatajg-
cych w i-tym sektorze. Jesli przez n; oznaczymy liczbe firm dziatajacych w i-tym
sektorze, to globalna produkcja i-tego dobra, Q,, jest dana przez:
0 =n0, i=1,.... M. (14)
Utrzymujemy zatozenie o jednorodnosci kapitatu i pracy w catej gospodarce,
zatem kazda firma dziatajagca w dowolnym sektorze przyjmuje w swoim rachunku
optymalizacyjnym te same ceny rynkowe (nominalne stawki wynagrodzen) kapi-
talu R 1 pracy W. Oznaczmy przez P; ceng rynkowg i-tego dobra wytwarzanego
w i-tym sektorze. Firmy maksymalizuja zyski, zatrudniajgc takie wielkos$ci kapita-
hu i pracy, ze zachodzg rownania:

(K, L (K;,L
piaql(—l*’t):R, BLl,J:W, i=1,.,M. (15)
oK, oL,
Rynki kapitatu i pracy znajduja si¢ w rownowadze:
M * M *
> nK; =K, donL =L, (16)
i=1 i=1

gdzie K, L oznaczaja, jak dotad, globalng podaz kapitatu i pracy.

Przy zatozeniu free entry & exit do danej gat¢zi wchodza nowe firmy dopoty,
dopdki zyski czyste sa dodatnie. W dlugookresowej rownowadze konkurencyjnej
w kazdej galezi funkcjonuje taka liczba firm #n;, ze kazda z nich osigga zerowe
zyski czyste. Oznacza to, ze przedsigbiorstwa znajdujg si¢ na swoich krzywych
minimum-KP oraz spelnione sg rownania:

WL, + RK; = PQ,, i=1,...,M. (17)

Sumujac rownania (17) dla wszystkich sektorow gospodarki oraz wszystkich
firm w ramach poszczeg6lnych sektoréw, otrzymujemy rownanie podziatu dochodu:

WL+RK:§:PI.QZ., (18)

i=1

czyli cata warto$¢ produkcji rozktada si¢ na wynagrodzenia dla pracy i kapitatu.
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System réwnowagi og6lnej okreslony rownaniami (13)—(17) nie jest jesz-
cze kompletny. Mozna si¢ o tym przekona¢ porownujac liczbe rownan (4M + 2)
z liczbg zmiennych (5M + 4). Dwie zmienne, K i L, traktujemy jako egzoge-
niczne, zatem warto$ci pozostatych zmiennych w réwnowadze beda funkcjami
tych dwoch — do tego wtasnie zmierzamy. Naturalnym dopelieniem systemu sg
funkcje okreslajace popyt rynkowy na poszczegdlne dobra QiD ,dlai=1,..,.M,

wynikajace z maksymalizacji funkcji uzytecznosci przy zadanym ograniczeniu
budzetowym'’. Nie jest tutaj istotne, czy funkcje te powstajg poprzez zsumowanie
funkcji popytu indywidualnych podmiotéw (gospodarstw domowych), maksy-
malizujacych indywidualne funkcje uzytecznos$ci, czy tez stanowia rozwigzanie
zadania maksymalizacji jakiej$ pojedynczej spolecznej funkcji uzytecznosci. Po-
niewaz w rownowadze dtugookresowej globalne ograniczenie budzetowe przyj-
muje postac:

M

S PQ” =WL+RK, (19)

i=l
czyli calos¢ dochodéw przeznaczanych na zakup wytworzonych dobr stanowia
wynagrodzenia pracy i kapitatu (zyski czyste sa zerowe), to funkcje popytu ryn-
kowego maja jako argumenty, oprocz rynkowych cen produktéw, ceny kapitatu
i pracy oraz globalne zasoby tych czynnikow:

0? =GP, B,...P,,RW,K,L), i=1,., M. (20)

BESVE)

W réwnowadze popyt rynkowy na poszczegolne dobra jest rowny produkcji
tych dobr:

0’ =0, i=1..,M. 1)

Przy tych warunkach globalne ograniczenie budzetowe (19) jest tozsa-
me z rownaniem (18). Poniewaz funkcje popytu rynkowego spetniaja tacznie
ograniczenie budzetowe (19), to w istocie mamy M-1 zamiast M dodatkowych
rownan (funkcji popytu rynkowego) niezaleznych od pozostalych rownan sys-
temu, jedna z funkcji popytu rynkowego wynika bowiem z pozostatych M-1
funkcji popytu i ograniczenia budzetowego. Aby nie mnozy¢ liczby réwnan
i zmiennych, w ostatecznym zapisie systemu rownowagi ogoélnej przyjmiemy,
ze rownania rownowagi rynkowej na rynkach dobr (21) sg spetnione implicite
i popyt rynkowy na poszczegolne dobra QZ.D begdziemy utozsamiaé z produkcja
tych dobr Q.. Mozemy jeszcze wyeliminowac jedng zmienng, traktujac ceng
jednego z dobr jako numeraire. Zamiast bezwzglednych poziomoéw cen mamy

"7 Zaktadamy tutaj, ze funkcje uzytecznosci sg ciagte, rosngce i silnie wkleste, co gwarantuje istnienie
jednoznacznego rozwigzania zadania maksymalizacji uzyteczno$ci lezacego na linii budzetowe;.
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wowczas ceny wzgledne w=W /B, r=R/B, p,=P/F (dlai=2,..M),
wyrazone w jednostkach dobra 1'.
Ostatecznie system rownowagi ogélnej przyjmuje posta¢ uktadu rownan:

0 =q,(K;,L), i=1,..,M, (22)
0, =nQ, i=1,.., M, 23)
oq.(K,L) oq.(K,L) '
=T, P =W, i=1,.,M, 24
P oK P oL, (24)
M . M i
> nK =K, donL =L, (25)
i=1 i=1
wL +1K; = pO., i=1,..,M, (26)
Qi :gi(pza-“spMarawaKaL)a izl,...,]\/[, (27)

gdzie B, =1, a globalne zasoby kapitatu K i pracy L sg egzogenicznie dane.

Definicja 3. Stanem rownowagi ogélnej dla danych globalnych zasobow kapitatu
K i pracy L nazywamy wektor [K:,Lj,Ql.*,nl.,Ql.,pz,p3,...,pM,w, r] spetniajg-
cy uktad rownan (22)—(27).

Zat6zmy, ze dla kazdego K i L stan rownowagi og6lnej istnieje 1 jest okreslo-
ny jednoznacznie. Wielkos$ci wszystkich zmiennych w rownowadze ogolnej moga
by¢ teraz przedstawione jako funkcje K i L. W szczegdlnosci wielkos¢ produkeji
kazdego dobra jest jednoznacznie okreslona przez Ki L, czyli O. = Q,(K,L) . Po-
niewaz rowniez ceny wzgledne poszczegdlnych dobr p, w réwnowadze ogolnej
sg funkcjami K i L, mozemy ich uzy¢ do zagregowania produkcji poszczegolnych
dobr, otrzymujac w rezultacie realng (wyrazong w jednostkach dobra 1) wartosé¢
globalnej produkg;ji,

M
Y=0 +ZpiQn
i=2

bedacy funkcjg Ki L, czyli Y = F(K, L). Skonstruowali$my w ten sposob agrega-

** Jak wiadomo, funkcje popytu sa dodatnio jednorodne stopnia 0 wzgledem cen wszystkich dobr
i dochodu, ktory w naszym przypadku jest rowny WL + RK. Zatem podzielenie wszystkich cen,
facznie z W i R, przez P;, nie zmienia wielkosci popytu na poszczegdlne dobra, co formalnie
przedstawia rOwnanie:

0’ =G(B,B,...P;,RW,K,L)=G.(,B,/ P,..,P, | B,R/ B,W | P,K,L) = g.(Dys.er Dy s "> W, K, L).
Whasno$¢ ta jest nazywana brakiem iluzji pienigdza.
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towa funkcje produkcji przyporzadkowujaca globalnym zasobom kapitatu i pracy
jednoznacznie okreslong wielkos¢ globalnej produkcji, na wzor analogicznej funk-
cji skonstruowanej w czesci 3 dla gospodarki jednosektorowej. Zauwazmy jednak,
ze w odroznieniu od tej ostatniej, agregatowa funkcja produkcji zalezy teraz nie
tylko od funkcji produkcji pojedynczych firm, ale takze od funkcji popytu ryn-
kowego na poszczegdlne dobra, wynikajacych z okreslonego systemu preferencji
(funkcji uzytecznos$ci). Inaczej méwiac, agregatowa funkcja produke;ji istnieje tyl-
ko dla danych preferencji konsumpcyjnych i kazda zmiana tych ostatnich skutkuje
powstaniem nowej agregatowej funkcji produkcji. Podkreslmy przy tym, ze nie
jest to jedynie konsekwencja faktu, iz do zagregowania produkcji réznych dobr
uzylismy cen, gdyz wszystkie wielkosci w rownowadze, w tym wielkos$ci pro-
dukcji poszczegdlnych dobr, sa funkcjami K i L zaleznymi od preferencji (funkcji
popytu rynkowego).

Cho¢ stwierdzony tutaj fakt moze wydawaé si¢ na pierwszy rzut oka nieco
zaskakujacy, w istocie stanowi on jedynie logiczng konsekwencje tego podej-
Scia, ktore wigze koncepcje agregatowej funkcji produkcji z koncepcja réwno-
wagi ogo6lnej. W gospodarce wytwarzajacej tylko jeden rodzaj produktu, $cisle
okreslony wzorzec dystrybucji, warunkujacy istnienie agregatowej funkcji pro-
dukcji, wynikat wylacznie z zalozen instytucjonalnych o formie zorganizowania
rynku (konkurencja doskonata) i zatozen behawioralnych dotyczacych zachowan
pojedynczych firm (maksymalizacja zysku). W gospodarce wytwarzajacej rézne
dobra ten wzorzec dystrybucji wynika ponadto ze struktury popytu rynkowego
(systemu preferencji), wspotdeterminujacego strukture produkcji poszczegolnych
dobr. Jesli zatem od agregatowej funkcji produkcji oczekiwalibysSmy, ze ma by¢
wyrazem samych tylko technicznych uwarunkowan produkcji, to w ogdlnym
przypadku zadanie konstrukc;ji takiej funkcji jest niewykonalne: taka agregatowa
funkcja produkcji nie istnieje”. Fakt ten stanowi problem z punktu widzenia za-
stosowan koncepcji funkcji produkcji w badaniach empirycznych, cho¢ w mode-
lach teoretycznych gospodarki najczesciej si¢ go omija, przyjmujac po prostu, ze
w gospodarce wytwarza si¢ jednorodny produkt, zatem nie rozwaza si¢ explicite
preferencji co do konsumpcji poszczegodlnych dobr. Jesli jednak modele te maja
moéwié cokolwiek o funkcjonowaniu rzeczywistych gospodarek, to problemu tego
zignorowac si¢ nie da.

Akceptujac fakt, ze agregatowa funkcja produkcji istnieje tylko dla danych
preferencji (funkcji uzytecznos$ci) i wraz ze zmiang tych preferencji sama ulega
zmianie (mamy nowg agregatowg funkcje produkcji), mozna zada¢ pytanie, czy da
si¢ powiedzie¢ cokolwiek o wlasno$ciach tak zdefiniowanej funkcji, a zwlaszcza,
czy funkcja ta jest liniowo jednorodna. W ogdlnym przypadku nic nie gwarantuje
takiej wiasnosci. Pewne ustalania w tej kwestii sg jednak mozliwe, jesli przyj-

" Szczegblny przypadek, gdy jest to mozliwe, rozpatrzymy dalej.
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miemy, ze system preferencji spotecznych jest reprezentowany przez pojedyncza,
podlegajaca maksymalizacji funkcj¢ uzytecznosci U(Q,,0,,...,0,,). Wowczas
roéwnania popytu rynkowego (27) stanowig rozwigzanie zadania maksymalizacji
tej funkcji przy ograniczeniu budzetowym danym rownaniem (19). Oznacza to, ze
w stanie rownowagi ogolnej funkcja ta osigga maksymalng warto$¢ przy danych
globalnych zasobach kapitatu i pracy. Stan rownowagi ogolnej mozemy teraz zde-
finiowa¢ w nastepujacy sposob.

Definicja 4. Stanem rownowagi ogélnej dla danych globalnych zasobow kapitatu
K i pracy L nazywamy taki wektor [Kl.*,Lj,Ql.*,nl.,Q,pz,p3,...,pM,w, r] , spetl-
niajacy rownania (22)—(26), ze funkcja uzytecznosci osigga wartos¢ maksymalnag.

Twierdzenie 4. Jesli spoteczna funkcja uzytecznosci U(Q,,0,,...,0,,) jest linio-
wo jednorodna, czyli spelnia rownanie:

U(/IQD/,LQZ"“’ﬂ“QM) = /,LU(QU Q25"" QM):

dla dowolnego A >0, to wynikajaca z niej agregatowa funkcja produkcji charak-
teryzuje si¢ statymi przychodami wzgledem skali®.
Dowéd. Niech

0 0 %0 %0 0 A0 0 _0 0 .0 .0
V :':Ki ’Li 7Qi ’ni’Qi s P25 D3seees Pyrs W 5T :|’

dla i =1,..., M oznacza stan rownowagi ogolnej dla danych globalnych zasobow
kapitatu i pracy K° i L°. Oznaczmy przez U odpowiadajaca mu warto$é funkcji
uzytecznosci

U'=UQ,0,....0))= max U.
Kk=k°,L=1"
Pokazemy, ze dla A -krotne wigkszych globalnych zasobow kapitatu i pracy
K'=2AK°, L'= AL, stanem rownowagi ogolnej jest wektor

V' :[K;O,LjO,Qi*O,ﬂnf,lQio,pg,pg,...,pf\},wo,r()] ,dlai=1,...M.

Jest jasne, ze wektor V' spetlnia warunki rownowagi ogolnej (22)—(26).
Oznaczmy odpowiadajacg mu warto$¢ funkcji uzytecznosci przez U'. Z liniowe;j

* Przykladem liniowo jednorodnej funkcji uzyteczno$ci jest czesto stosowana ostatnio
w makroekonomicznych modelach typu DSGE funkcja uzytecznosci typu CES (constant elasticity

n-1

M n-1
of substitution), postaci: U(Cl,...,CM):(ZCI. g J , gdzie parametr 77 oznacza stalg
=

elastyczno$¢ substytucji miedzy dowolnymi dwoma dobrami.
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jednorodnosci funkcji uzytecznosci wynika, ze warto$¢ ta jest rowna:

U'= U(AQloaﬂ“ana/in(\L) = AU(Qlor an"'a Qj(t)4) =U".

Pokazemy, ze jest to maksymalna mozliwa wartos¢ funkcji uzytecznosci przy
danych zasobach kapitatu i pracy K'=AK", L'= AL,
Zatozmy, ze tak nie jest i ze istnieje inny wektor

1 *1 *1 *1 1 1 1 1 1 1 1
V ZI:K, >L,' 7Qi >nianap27p3a---JpM,W7r ]a

spetniajacy rownania rownowagi ogolnej (22)—(26), ktéremu odpowiada wartos¢
funkcji uzytecznosci U' =U(Q,0,...,0,,) wigksza niz w przypadku wektora
V', czyli:

U'>U'=U°. (28)

Jesli teraz zredukujemy globalne zasoby kapitatu i pracy oraz liczbg firm
i produkcj¢ w kazdym sektorze A -krotnie bez zmiany warto$ci pozostatych
zmiennych, uzyskamy wektor

1 1
" SIS IACT R ( Q,- 1 1 1 11
Vv :|:Ki ’Li 3Qi 7,7,p2,p3,...,pM,W,l" :|v

réwniez spetniajgcy rownania (22)—(26) przy globalnych zasobach kapitatu i pracy
réwnych wyjéciowym poziomom K’ i L°. Ponownie korzystajagc w wiasnosci linio-
wej jednorodnosci funkcji uzyteczno$ci wnioskujemy, ze wartos¢ tej funkcji U "
odpowiadajgca wektorowi V" jest rowna:

00 Quy_ Loy oyl
U"=U(=,==,...— ) ==UQ,,0,,..., =—U.
&5 ) TV @h 000 =

Stad oraz z (28) wnioskujemy, ze zachodzi nieréwnos¢ U">U", co jest
sprzeczne z wyjsciowym zatozeniem, ze wektor ¥ byt stanem réwnowagi ogol-
nej przy globalnych zasobach kapitatu i pracy rownych K°, L’.

Zatem wektor V''= [K:O,LjO,Qi*O,ﬂnf,ﬂQio,pg,p;),...,p&, wo,roj jest sta-
nem réwnowagi ogdlnej dla AK®, L'= AL .

Zagregowany przy uzyciu wzglednych cen produkt globalny odpowiadajacy
wektorowi ¥° wynosi

M
Y'=0'+> p0,
i=2

a dla wektora V' wynosi

M
Y'=20"+) pl A0 = AY°.
i=2
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Zatem dla dowolnego K°, I’ i A >0 zachodzi rownanie:
Y'=F(AK’,AL) =AY’ = AF(K", L),

czyli agregatowa funkcja produkcji cechuje si¢ statymi przychodami wzgledem
skali.

Z przedstawionego dowodu wynika réwniez, ze w rozwazanej gospodarce
A-krotne zwigkszenie globalnych zasoboéw kapitatu i pracy skutkuje A-krotnym
wzrostem produkcji wszystkich dobr bez zmiany rynkowych cen tych dobr.

Jak dotad podkreslalismy fakt, ze w ogolnym przypadku w gospodarce wy-
twarzajacej rozne dobra agregatowa funkcja produkcji istnieje jedynie dla danego
systemu preferencji. Mozna zada¢ pytanie, czy w ogodle jest mozliwe dokonanie
agregacji niezaleznie od tych preferencji, a jesli tak, to jakie warunki muszg by¢
wtedy spetnione.

Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego sektora gospodarki traktowanego jako ca-
1o$¢ mozemy zdefiniowac¢ funkcje produkc;ji, ktéra danym naktadom kapitatu i pra-
cy alokowanym do sektora w stanie rownowagi ogolnej K;, L, przyporzadkowuje
wielko$¢ produkcji sektora (globalng produkcje i-tego dobra Q,), 0. = F,(K,,L,),
przy czym K, = nl.K: , L= niLj. W odroznieniu od zdefiniowanej powyzej agre-
gatowej funkcji produkcji dla catej gospodarki, funkcja produkcji sektora istnieje
niezaleznie od systemu preferencji spolecznych, czyli posta¢ funkcji F; jest dana
bez wzgledu na ksztatt funkcji popytu lub spotecznej funkcji uzytecznosci i zalezy
jedynie od funkcji produkeji pojedynczych firm dziatajacych w sektorze f;. Latwo
si¢ o tym przekonaé, zauwazajac, ze z warunkow rownowagi ogolnej (24)—(26)
wynika roéwnanie analogiczne do rownania (11). W rownowadze ogolnej w kaz-
dym sektorze funkcjonuje zatem taka liczba firm, Ze spelnione jest rownanie:

(K. L | K. (K, L | L K L
%(_t _lj._t_,_%(_t’_t)_l:qi(_l _l} i=l....M.

9 b
oK.\ n. n, ) n, OL\n n ) n n, n

Zakladajac, jak poprzednio, ze dla danych K;,L, liczba firm w sektorze n,
spetniajaca powyzsze rownanie jest okreslona jednoznacznie, mozemy j3 wyrazic¢
jako funkcje n, =n,(K,,L,), przy czym posta¢ tej relacji zalezy jedynie od funk-
cji g,. Wtedy produkcja i-tego sektora jest rowna:

0, =ng, (E’EJ =F(K,L),
n,on
skad wida¢, ze postaé funkcji £} zalezy jedynie od funkeji g..

Powinno by¢ jasne, ze funkcje F(K;,L)) posiadaja te same wiasnosci, co
agregatowa funkcja produkcji dla gospodarki jednosektorowej skonstruowana
w czgsci 3. W szczegolnosci funkcje te sa liniowo jednorodne (Wtasno$¢ 2). Wia-

sno$¢ 3 przyjmuje teraz nastepujaca posta¢ uktadu rownan:
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OF (K, L) _ OF(K,,L) _
pi aK -7 pi 8L. -

1 1

W, i=1,.,M,

ktore, ze wzgledu na liniowg jednorodnosé¢ funkeji F(K,,L,), mozna zapisa¢ w
roOwnowazny sposob:

p.f (k) =r, )2 (.ﬁ(ki)_ki.f; '(kl.)):w, i=1..,M. (29)
gdzie k, =K,/ L oraz f,(k,))=F,(k.,1) i f,'(k)=df.(k,)/dk..

Problem konstrukcji agregatowej funkcji produkcji w rozpatrywanej do tej
pory gospodarce wielosektorowej mozemy teraz traktowac jako problem agregacji
w gospodarce zlozonej z M sektoréw o liniowo jednorodnych funkcjach produkc;ji.
W literaturze dotyczacej problemu agregacji mozna znalez¢ dwa ustalenia odno-
$nie do warunkow agregacji w tak zdefiniowanym problemie.

Green (1964), opierajac si¢ na pracy Gormana (1953), pokazat, ze w warun-
kach efektywnej alokacji czynnikéw produkcji miedzy poszczegdlnymi firmami
(firmy maksymalizujg zyski przyjmujac ceny jako dane), agregacja funkcji pro-
dukeji poszezegélnych firm Q. = F(x,,X,,,...,X,,) jest mozliwa wtedy i tylko
wtedy, gdy przy danych cenach rynkowych czynnikow produkcji §ciezki ekspansji
produkcji wszystkich firm sg tozsamymi liniami prostymi wychodzacymi z po-
czatku uktadu wspotrzednych (parallel straight lines through their origins)*'. Wte-
dy i tylko wtedy istnieja funkcje F, hj,...,h, , takie, ze

0= 1(0)=F(x.3,...%,),

przy czym

n
X = inj»
i=1

za$ funkcja F'(x,,x,,...x, ) jest liniowo jednorodna. Ponadto, jesli funkcje pro-
dukcji poszezegdlnych firm F)(x,;,x,,,...,X,,) sa liniowo jednorodne, to

0= iciQi)

gdzie ¢, = const. W twierdzeniu Gormana—Greena zaktada si¢ implicite, ze postaé
funkcji F(x,,X,,...x,) zalezy wylacznie od funkcji F;.

Fisher (1984, 624—625), postugujac si¢ odmiennym sposobem wnioskowania,
ustalit, ze w przypadku specjalizacji produkcji (kazda firma wytwarza odmienny

rodzaj produktu), w warunkach peinej mobilnosci i efektywnej alokacji czynni-

*' Dla dwuczynnikowej funkcji produkcji z kapitatem i pracg warunek ten oznacza, ze $ciezki
ekspansji produkeji dla wszystkich firm maja posta¢ K = al, przy czym a jest takie samo dla
wszystkich firm. Oryginalnie twierdzenie Gormana dotyczylo agregacji funkcji uzytecznosci.
Green przeniost to twierdzenie na problem agregacji funkcji produkcji.
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kow produkeji migdzy poszczegdlnymi firmami oraz przy zalozeniu, ze funkcje
produkcji wszystkich firm sg liniowo jednorodne, agregacji produktu mozna do-
kona¢ jedynie w przypadku neutralnych w sensie Hicksa (Hicks-neutral) rdznic
pomiedzy funkcjami produkcji poszczeg6lnych firm. Oznacza to, ze funkcje pro-
dukcji poszczegolnych firm, z zalozenia liniowo jednorodne, muszg by¢ postaci
O =AF(x,,x,,....x,,), gdzie [} (X, X,,,...,X,,) jest taka sama dla wszystkich
firm. Warunek ten jest w istocie rOwnowazny warunkom podanym w twierdze-
niu Gormana—Greena dla przypadku liniowo jednorodnych funkcji produkeji po-
szczegolnych firm, co ponizej pokazemy.

Zamiast do pojedynczych firm, powyzsze ustalenia mozemy odnie$¢ do liniowo
jednorodnych funkcji produkcji dla sektoréw w naszej gospodarce ztozonej z M sek-
torow. Zalozmy zatem, ze funkcje produkcji dla wszystkich sektorow F(K,,L,)
spelniajg warunek podany w twierdzeniu Gormana—Greena, czyli przy danych ce-
nach rynkowych kapitatu i pracy $ciezki ekspansji produkcji dla wszystkich sek-
torow sg liniami prostymi wychodzacymi z poczatku uktadu wspotrzednych, czyli
wszystkie majg posta¢ K = al., przy czym a jest takie samo dla wszystkich sekto-
réw. Oznacza to, ze w dowolnym stanie rOwnowagi ogolnej stosunek kapitatu i pra-
cy alokowanych do poszczegolnych sektorow jest taki sam dla wszystkich sektoréw
i tym samym réwny stosunkowi globalnych zasobow kapitatu i pracy:

k=K /L =k=K/L.

Stad oraz z rownan (29) zapisanych dla pierwszego sektora (z p; = 1) otrzy-

mujemy:

N(ky=r,  flk) =K '(k)=w. (30)

Z powyzszych rownan wynika, Ze ceny rynkowe kapitatu i pracy w rownowa-
dze ogdlnej sg funkcjami stosunku globalnych zasobdw kapitatu i pracy, » =r(k),
w=w(k), przy czym posta¢ tych funkcji zalezy wylacznie od funkcji produkcji
dla sektora 1. Poniewaz sektor 1 zostal wybrany arbitralnie jako ten, w ktorego
przypadku cen¢ wytwarzanego w nim dobra traktujemy jako numeraire, funkcje
r(k),w(k) w takim samym stopniu zaleza od funkcji produkcji dla pozostatych
sektorow, ktore z kolei pozostaja w Scistej relacji z funkcja produkcji sektora 1,
wynikajacej z ograniczenia narzuconego przez warunki twierdzenia Gormana—
Greena™.

Ze wzgledu na fakt, iz w rownowadze ogdlnej spetnione jest rownanie:

M
ZpiQi =wL+rK
i=1

* Algebraiczng postaé tej relacji wyprowadzimy ponize;j.
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(por. rownanie (18)), otrzymujemy:

M
Y=> p0 =wk)L+r(k)K =F(K,L), (31)
i=1
przy czym z powyzszego réwnania wynika, ze agregatowa funkcja produkcji
F(K,L) jest funkcjg liniowo jednorodna. Z rownania tego widzimy réwniez, ze
posta¢ funkcji F(K,L) jest zalezna wylgcznie od funkcji produkcji dla sekto-
row (poprzez funkcje 7(k) i w(k)), a tym samym funkcji produkcji dziatajacych
w nich firm. W tym szczegdlnym przypadku agregatowa funkcja produkc;ji istnieje
zatem niezaleznie od jakichkolwiek zatozen dotyczacych popytu na poszczegolne
dobra czy spotecznej funkcji uzytecznosci.

Zauwazmy wreszcie, ze zgodnie z rownaniem (31) do zagregowania produkcji
poszczegdlnych débr mozemy uzywac rynkowych cen tych dobr. Ceny te petnig
zatem rolg stalych ¢;, o ktorych mowa w twierdzeniu Gormana—Greena. Nietrudno
pokaza¢, ze faktycznie ceny te sg state, niezalezne ani od globalnych naktadow
czynnikoéw produkeji, ani od preferencji spotecznych dotyczacych sposobu wyko-
rzystania tych naktadéw do produkcji okreslonych dobr.

Zestawiajac ze sobg rownania (29) i rownania (30) oraz ponownie korzystajac
z faktu, ze k, =k =K/ L, otrzymujemy uklad rownan:

Si'(k) = p.f;'(k), i=2,..,M, (32)
AGE AGEFACAGELAG)E i=2,.,M. (33)
Laczac ze soba te rOwnania po kilku prostych przeksztatceniach otrzymujemy:
S0 _ 1R i=2... M,
Nk)  fi(k)

lub w rownowaznej postaci:

din f,(k) _dn f(k)
dk dk

Poniewaz rownanie to zachodzi dla dowolnego k= K/ L, po obustronnym

i=2,.,M.

scatkowaniu 1 opuszczeniu logarytmow otrzymujemy:
fi(k) =4 f,(k), i=2,..,M. (34)

Poniewaz f,(k)=F,(1,K), przy czym funkcje F; sa liniowo jednorodne,
rownanie (34) jest rtownowazne roGwnaniu:
F(K,L)=AF(K,L), i=2,..,M.
Funkcje produkcji dla poszczegdlnych sektorow rdznig si¢ zatem jedynie sta-
tym czynnikiem skalujgcym 4, pozwalajagcym na wzajemne przeliczanie jed-
nostek poszczegbélnych dobr. Inaczej mowiace, dla dowolnych naktadow kapitatu
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i pracy ilos¢ jednostek okreslonego dobra wytworzonych w jednym sektorze po-
zostaje w statej proporcji w stosunku do ilosci jednostek innego dobra wytworzo-
nych w innym sektorze przy tych samych naktadach kapitatu i pracy.
Z (32) i (34) wynika ponadto nastgpujaca zaleznos¢:
p=1/4, i=2,..,.M
czyli ceny wszystkich dobr sg state, a réznice migdzy nimi wynikaja wytacznie
z r6znic pomiedzy sektorowymi funkcjami produkcji dla poszczegdlnych dobr.

b

5. Uwagi koncowe

W artykule zrekonstruowano mikroekonomiczne zatozen lezacych u podstaw
agregatowej funkcji produkcji o statych przychodach wzgledem skali. Agregatowa
funkcja produkc;ji o takich wiasnosciach stanowi element konstrukcyjny licznych
modeli makroekonomicznych oraz ramy metodyczne wielu badan empirycznych.
Artykul ma w gléwnej mierze charakter krytyczno-przegladowy, przywotuje i sys-
tematyzuje rozproszone w roznych pracach ustalenia oraz uzupehia je w kilku
punktach wynikami wiasnymi.

Wyjadniono najpierw, odwotujac si¢ do literatury poswieconej problemowi
agregacji, ze sama koncepcja jakiejkolwiek agregatowej funkcji produkcji pozo-
staje w $cistym zwigzku z koncepcja walrasowskiej rownowagi ogolnej w gospo-
darce. Pokazano, ze logicznie spojny obraz dziatalno$ci produkcyjnej na poziomie
pojedynczych firm w warunkach konkurencji doskonatej, w ramach ktorego da
si¢ skonstruowac agregatowsa funkcje produkcji o statych przychodach wzgledem
skali, mozliwy jest przy zatozeniu, ze funkcje produkcji pojedynczych firm gene-
ruja U-ksztattne krzywe kosztow przecietnych, oznaczajace zalezno$¢ stopnia jed-
norodnosci funkcji od skali produkcji. Ideg te zaczerpnigto z pracy Solowa (1956).
W takim ujeciu agregatowa funkcja produkcji o stalych przychodach wzgledem
skali przyporzadkowuje danym globalnym naktadom czynnikéw produkcji po-
ziom produktu wytwarzanego w calej gospodarce przy zatozeniu, ze firmy funk-
cjonuja na poziomie minimum krzywej kosztu jednostkowego, osiaggajac zerowe
zyski czyste. Uogolniajac model rownowagi ogolnej na gospodarke wielosekto-
rowa wyjasniono w systematyczny sposob problemy, jakie dla kwestii istnienia
agregatowej funkcji produkcji stwarza konieczno$¢ agregowania produkcji roz-
nigcych si¢ od siebie fizycznie dobr. Pokazano, ze w ogdlnym przypadku w kon-
strukcji agregatowej funkcji produkcji nie da si¢ oddzieli¢ samych tylko technicz-
nych aspektow produkcji od systemu preferencji spotecznych determinujacych
strukturg produkcji poszczegoélnych dobr. Agregatowa funkcja produkcji istnieje
wowczas jedynie przy danym systemie tych preferencji i wraz z ich zmiang sama
ulega zmianie. Co wigcej, nie mozna réwniez ustali¢ formalnych wiasnosci tak
zdefiniowanej funkcji, w szczegolnosci jej liniowej jednorodno$ci, pomimo faktu,
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ze agregowane sg liniowo jednorodne funkcje produkcji dla poszczegélnych sek-
torow, w ktorych odbywa si¢ w warunkach doskonale konkurencyjnych produkcja
poszczegdlnych dobr. Dopiero przyjecie zalozenia o istnieniu liniowo jednorodne;j
spotecznej funkcji uzytecznosci pozwala udowodni¢ liniowa jednorodno$¢ zwia-
zanej z nig agregatowej funkcji produkcji. Twierdzenie Gormana—Greena i usta-
lenia Fishera implikuja, ze wlasciwa (tzn. niezalezna od preferencji spotecznych)
agregacja jest mozliwa jedynie w trywialnym przypadku, gdy funkcje produkcji
poszczegdlnych firm (w naszym modelu — poszczegdlnych sektorow), wytwa-
rzajacych rézne dobra, de facto nie r6znig si¢ migdzy soba. Dodatkowo, fakt, ze
funkcje produkcji dla poszczegolnych sektorow sg liniowo jednorodne, umozliwia
agregowanie produkcji poszczegolnych dobr przy uzyciu ich cen rynkowych.

Na podstawie przeprowadzonej analizy mozna tez pokusi¢ si¢ 0 pewne wnio-
ski natury bardziej ogdlnej. Samuelson (1962) postulowat kiedy$ traktowanie za-
gregowanych modeli gospodarki wywodzacych si¢ z tradycji neoklasycznej jako
»uzytecznych metafor”. Warto wiedzie¢, na czym doktadnie polega ich metafo-
ryczny charakter. Podjete rozwazania pozwalaja na uzmystowienie sobie, jak silne
zatozenia, upraszczajace w sposob skrajny rzeczywisto$¢ gospodarcza, kryja si¢
za koncepcjg agregatowej funkcji produkcji. Powtarzane czesto deklaracje o ist-
nieniu solidnych mikropodstaw wspotczesnej teorii makroekonomicznej sag w du-
Z€j mierze na wyrost.
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Microeconomic fundamentals of the aggregate
production function with constant returns to scale

Abstract

In the paper the aggregation problem regarding production functions
is considered. This issue is of fundamental importance for the main-
stream of contemporary macroeconomics due to the common usage
of the aggregate production function (APF) both in theoretical models
and empirical research. The aim of the paper is theoretical reconstruc-
tion of microeconomic assumptions underlying the APF with con-
stant returns to scale (linearly homogenous). The paper is mainly the
critical review that systematises the results scattered in the literature
and supplements them with the results of the author. Following the lit-
erature, the relationship between the concept of the APF and general
equilibrium in the economy was explained. It was shown that consist-
ent view of economic activity on the level of individual firms operat-
ing in perfectly competitive one-sector economy, which enables to
construct the APF with constant returns to scale, is possible under the
assumption that firms reaches the minimum of its U-shaped average
cost curves, achieving zero subnormal profits. Generalizing consid-
erations about the existence of the APF over multi-sector economy,
new problems raised by the need to aggregate different products were
considered.
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