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Streszczenie

Rozwazamy szeroki i dtugi asortyment, typowy dla konglomeratow
produkcyjnych, ale szczegolnie dla hurtowych oraz detalicznych
przedsigbiorstw handlowych. Przedsigbiorstwo stosujgce rynkowa
formulte ceny powinno bra¢ pod uwagg zaleznosci cenowo-popyto-
we, od ktorych zaleza sprzedaz i zysk. Zamiast ztozonych rynkowych
modeli systemu popytowego czy agregacji wynikéw z modeli teorii
wyboru konsumenta proponujemy i dyskutujemy metodyke szaco-
wania substytucji cenowej towaréw bezposrednio na podstawie gru-
powania mikrodanych o klientach przedsigbiorstwa. Atutem metody-
ki jest macierzowy model teoretyczny relacji popytowo-cenowych,
w ktorym ceny sg zmiennymi porzadkowymi. Model mozna esty-
mowac na podstawie mikrodanych o zakupach klientéw dobranych
warstwowo-losowo sposrod wszystkich klientow przedsigbiorstwa.
Do estymacji i weryfikacji modelu zastosowano w artykule metody:
wieloczynnikowej analizy wariancji i regresji Poissona. Dane doty-
czg ilosci sprzedazy produktéow klientom wybranego przedsigbior-
stwa oraz cen sprzedazy. Wyniki otrzymane obiema metodami sg
zgodne ze soba i z teorig mikroekonomii. Weryfikacja zatozen metod
estymacji wskazata, ze nie wszystkie z nich sg spelnione w probce
badawcze;j.
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1. Wprowadzenie

Cena jest wynikiem gry popytu i podazy tylko na rynku konkurencji doskonatej,
gdzie liczba dostawcdw 1 nabywcow jest duza, a ich wielkoSci popytu i podazy sa
zblizone. Zatozenia te sg spelnione na niektorych rynkach. Natomiast na rynkach
produktow przemystowych zwykle kazdy z producentéw ma okreslong pozycje
i segment rynku oraz swoja strategi¢ cenowa. Podobnie w zakresie danego asor-
tymentu w handlu hurtowym zwykle panuje oligopol, a w detalicznym — kon-
kurencja monopolistyczna. Liczba linii produktowych i ich zréznicowanie, czyli
szeroko$¢ asortymentu, sg zwykle okreslone podobienstwem technologicznym lub
uzytkowym produktéw. Dtugos¢, czyli liczba produktéow w linii, okreslona jest
zréznicowaniem gustow nabywcow, ktorych segment docelowy okresla strategia
firmy. W mikroekonomii poziom ceny ma maksymalizowa¢ zysk catkowity i wy-
nika z zestawienia funkcji popytu oraz przychodu marginalnego z funkcja kosztow
marginalnych. W praktyce zaleznosci opisane przez te funkcje mozna obserwowac
jedynie historycznie i to z nieobserwowalnymi btedami losowymi. Dlatego planu-
jacy ceng, wedtug marketingu, powinien stosowac jedna z trzech formut: oparta na
biezacych lub prognozowanych kosztach jednostkowych i ustalonej marzy, opar-
ta na rynku i przewidywalnym poziomie popytu oraz jego elastycznosci cenowej
albo oparta na benchmarku wzgledem bezposrednich konkurentéw i substytutow.
Wszystkie czynniki podanych formut w sposob dynamiczny podlegaja interakcji
i sg brane pod uwagg w czasie podejmowania decyzji podazowo-cenowej przez
przedsigbiorstwo. Wpierw dostawca przesadza ceng w oparciu o swoje moce
produkcyjne, wielko$¢ produkcji i jej koszt przecietny, a takze marzg w relacji
do funkcjonalno$ci bezposrednio konkurujacych produktow, czyli na podstawie
wlasnej analizy wartosci. Przez bezposrednio konkurujgce produkty rozumiemy
rézne marki i modele tego samego produktu, czyli tzw. bliskie substytuty. Przez
dalsze substytuty rozumiemy rézne kategorie produktu o tej samej funkcji. Weryfi-
kacja przez klientow polega na tym, iz decyduja oni, czy naby¢ produkt od danego
dostawcy, znajac ceny konkurujacych marek i substytutow oraz swoje preferencje
wobec nich, a takze swoj dochdd. Proponowana w artykule oryginalna metodyka
moze dotyczy¢ zardbwno substytucji blizszej, jak 1 dalszej. Natomiast prezentowa-
ne badanie dotyczy dalszej substytucji. W czgsci literaturowej wymieniamy krétko
modele i miary substytucji. Na popularnosci zyskuja metody mikroekonometrycz-
ne, ktore umozliwiajg symulacj¢ popytu indywidualnego klienta, a nastepnie agre-
gacje popytu klientow do wielkos$ci sprzedazy towaru w zaleznosci od jego ceny
i ceny towarow substytucyjnych. W artykule stosujemy dwuczynnikowa analize
wariancji nabywanych przez klientow ilosci, a nastgpnie model licznikowy regre-
sji Poissona liczby sprzedanych produktow. Do merytorycznej weryfikacji szacun-
kéw proponujemy teoretyczny model popytu na dwa produkty i ich substytucji
w punkcie 4. Jego sformulowanie i estymacja sg celem naszych rozwazan.
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2. Przeglad literatury z zakresu zaleznos$ci popytowych produktow

W zgodzie z teorig mikroekonomii przyjmijmy definicje zalezno$ci popytowej
i substytucyjnej. Prawo popytu stwierdza, Ze nabywana ilo$¢ produktu jest maleja-
ca funkcja jego ceny realnej. Definicja oparta jest na pojeciu ceny realnej, a wigc
implikuje zalezno$¢ ilosci sprzedazy od ceny nominalnej danego produktu (na-
zwijmy to efektem ceny danego produktu) oraz od cen nominalnych innych pro-
duktéw. Stymulacje popytu przez ceng innego produktu nazywamy substytucja
cenowg produktow. Wplyw ceny nominalnej danego produktu na wysokos$¢ popy-
tu na ten produkt mierzy elastyczno$¢ cenowa. Wpltyw ceny nominalnej produktu
na wysoko$¢ popytu na inny produkt mierzy elastyczno$¢ mieszana popytu. Jest
ona nazywana rowniez elastycznoscia krzyzowa. Wielko$¢ dodatnia wskaznika
oznacza substytucje. Proporcjonalne zmiany cen produktéw wywoluja natomiast
odwrotnie proporcjonalny efekt dochodowy dla popytu. Badanie zalezno$ci po-
pytowo-cenowych dotyczy wielu poziomow: rynkoéw szeroko rozumianych dobr,
rynkow produktéw bedacych dalszymi substytutami, rynku produktu zréznicowa-
nego bliskich substytutow (substytucja marek). Tutaj koncentrujemy si¢ na substy-
tucji dalszej towarow w asortymencie przedsiebiorstwa handlowego. Uzasadnijmy
to faktem, ze przedsigbiorstwo wybrane do badan oferuje produkt zazwyczaj pod
jedna markg (obca lub wiasng), ale oferuje rozne produkty o podobnej funkcji,
ktore sg dalszymi substytutami.

W modelowaniu rynkowych zaleznos$ci popytowo-cenowych stosowano sze-
reg metod ekonometrycznych. Modele jednorownaniowe zwykle uwzgledniajg
wplyw pojedynczego czynnika popytowego, ceny produktu, ceny substytutu albo
dochodu, np. model liniowy, wyktadniczo-hiperboliczny, Tornquista czy logi-
styczny (Guzik 2008). Alternatywne podejscie to kompletne modele (systemy)
zaleznosci popytowych, ktore sa rozwigzaniem zadania maksymalizacji uzytecz-
nosci konsumenta, czyli stanowia tzw. uktad funkcji popytu typu Marshalla (Su-
checki 2006, 38—39). Proponowano inne uktady popytowe: model rotterdamski,
idealnego systemu funkcji popytu (Suchecki 2006). Wydaje si¢, ze najpopular-
niejszy z nich byt liniowy system wydatkow (linear expenditure system, LES),
w ktorym wydatki na dane dobro sg liniowa funkcjg cen wszystkich rozwazanych
produktow i wydatkow ogolnych (Pollak i Wales 1995, 4). W modelach tych za-
ktada si¢ okreslong posta¢ analityczng funkcji popytu. Na przyktad w modelu
LES przyjmuje si¢ funkcje Cobba-Douglasa za posta¢ bezposredniej funkcji uzy-
tecznosci konsumpcji i z niej wyprowadza liniowe funkcje wydatkow. Mozna
w nim wyprowadzi¢ wzory na funkcje elastycznosci cenowej, krzyzowej i docho-
dowej, ktore zalezg od parametrow funkcji uzytecznosci: minimalnych konsumo-
wanych ilosci produktow i udzialu produktow w wydatkach na ilosci ponad mi-
nimalne (Pollak i Wales 1995, 5). Oszacowanie parametroéw jest ktopotliwe, gdyz
wymaga doktadnych danych o strukturze wydatkéw i dochodach pojedynczych
konsumentow. Zwykle dostepne sa dane o wydatkach gospodarstw domowych.
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Problematyczne jest zdefiniowanie i oszacowanie minimalnych ilosci produktow
dla konsumentow.

Najlepszym zrédlem informacji o zréznicowaniu preferencji i uzytecznosci
nabywcow okazaty si¢ mikrodane o ich decyzjach zakupowych. Luce (1959) dos¢
dawno zaproponowal model stochastycznej addytywnej uzytecznos$ci, ktory jest
podstawg teorii wyboru dyskretnego, czyli wyboru okreslonej sposrdd alterna-
tyw w oparciu o jej charakterystyki oraz preferencje i cechy osoby dokonujacej
wyboru. Parametryzacja modeli okazata si¢ mozliwa dzigki metodom mikroeko-
nometrii, z ktdrych najczeséciej do szacowania popytu indywidualnego stosuje si¢
modele dwu- i wielomianowe. Model wielomianowy ma zmienng zalezng okre-
$long na zbiorze alternatyw, ktére zwykle sg wzajemnie wykluczajacymi si¢ opcja-
mi wyboru. Tego typu modelem jest warunkowy wielomianowy model logitowy,
w ktorym opisuje si¢ prawdopodobienstwo wyboru kazdej z opcji w zaleznos$ci
od parametrow konsumenta i parametréw opcji wyboru (Gruszczynski 2012).
Model dobrze opisuje konkurencj¢ marek, czyli substytucj¢ bliska czy doskonala
ze wzgledu na ceny ijakos¢.

Kolejne prace w tym nurcie stanowig synteze probabilistycznych modeli
wyboru i zatozenia o deterministycznej funkcji uzytecznosci. Na przyktad Ber-
ry, Levinsohn i Pakes (1995) pokazali, ze zaktadajac posta¢ tacznego rozkladu
charakterystyk nabywcow i atrybutow produktow, jako ich funkcje mozna sza-
cowac elastycznosci cenowa, krzyzowa i dochodowa, i to na podstawie danych
sprzedazowych zagregowanych dla wszystkich konsumentow. Chib, Seetharaman
i Strijnev (2004) omoéwili sposoby uwzglednienia w modelach wyboru rezygnacji
ze wszystkich alternatyw przez konsumenta. Na przyktad Mehta (2007) buduje
taki hybrydowy model o wysokiej ztozonosci formalnej. Wykorzystuje systemy
popytowe oparte na posrednich funkcjach uzytecznosci (Basic Translog Indirect
Utility, BTL), pochodzace od Pollaka i Walesa (1995), do modelowania zalezno-
$ci popytowo-cenowych miedzy kategoriami produktow. Jednoczes$nie do wyboru
marki produktu stosuje wielomianowy model logitowy. Tak rozbudowany formal-
nie model wymaga przyjecia, ze znany z gory jest podzial na kategorie produktow
0 popycie wspotzaleznym i niezaleznym, a ilo$ci i ceny sa sumowane w tej drugiej
grupie dla roznych kategorii i marek. To pociaga zatozenie, ze w kazdej kategorii
produktowej kupowana jest najwyzej jedna marka. Potwierdza si¢, iz bez zato-
zenia postaci funkcji ogdlnego wzorca konsumpcji dla wszystkich konsumentow
nie mamy legitymowanej teorig ekonomii metody modelowania i estymowania
zaleznos$ci popytowo-cenowych dla produktow. Dlatego wielu badaczy problemu
nie zaktada funkcji uzytecznosci, ale empirycznie bada determinanty popytu in-
dywidualnego. Hopp i Xu (2008) stosuja metodyke sieciowg analizy czynnikow
popytowych. Czesto prace te koncentrujg si¢ na dynamicznym wptywie promo-
cji cenowej, np. Martinez-Ruiz et al. (2008) stosujag maszyne wektorow nosnych
do oszacowania regresji quasi-parametrycznej dla sprzedazy wybranych kategorii
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produktéw. Natomiast Bandyopadhyay (2009) stosuje autoregresje wektorowa dla
danych rynkowych o ilosci sprzedazy kategorii produktowych: lodoéw, posypek
i jogurtow.

Probabilistyczne modele wyboru staly si¢ jednak standardem w badaniu wy-
boréw konsumenta i posrednio mozna z nich wyprowadzi¢ zalezno$ci popytowo-
-cenowe. Dlatego proponowang przez nas metodyke porownamy z wlasno$ciami
tychze modeli:

1) Warunkowy wielomianowy model logitowy wymaga doktadnej specyfika-
cji marek i szczegdtowej wiedzy o kazdym konsumencie, np. jego docho-
dzie. Ograniczenie to probuje si¢ omija¢ poprzez bardzo mocne zatozenia.
Na przyktad uszeregowanie jako$ciowe produktow jest z gory znane i jed-
nakowe dla wszystkich klientow (ma to sens, gdy dostawca na podstawie
swojej wiedzy dzieli marki na warto$ciowe i premium, albo usluga ma kla-
s¢ jakosci: ekonomiczng i biznesowg). Czgsto przyjmuje si¢ teoretyczny
typ rozktadu dochodu lub innych charakterystyk klientow. Nasza metodyka
zastepuje te zatozenia probkowaniem klientow i transakcji z bazy mikroda-
nych przedsi¢gbiorstwa i wymaga mniejszego zakresu informacji o klien-
tach.

2) Jedna z nowosci proponowanego podejscia jest potraktowanie ceny jako
zmiennej porzadkowej, co umozliwia probkowanie i poréwnania klientow
w grupach kupujacych produkty po réznych cenach.

3) Przejscie od modelu wyboru do modelu popytu indywidualnego pewne-
go okresu wymaga zatozenia, ze konsument wybierze jednokrotnie jeden
produkt sposrdd alternatywnych marek lub klas produktu z oszacowanym
w modelu rozktadem prawdopodobienstwa. Dlatego przy duzej liczbie
klientow o tych samych cechach wiadomo, ze wzgledna czgstos¢ wy-
branych przez nich wariantéw produktu jest oszacowana przez rozktad
prawdopodobienstwa wyboru tych wariantow w modelu. Model ten nie
przystaje do opisu konsumenta dokonujacego wielokrotnych zakupow
wigcej niz jednego produktu i w ilo$ciach roznych od jednostkowych.
Nie przystaje, poniewaz wielokrotne wybory tego samego konsumenta
musialyby pozostawa¢ w pewnej zaleznosci od wczesniej wybranych
wariantow i ilosci. Wynika to z prawa malejacej marginalnej stopy sub-
stytucji nakazujgcej réznicowac koszyk konsumpcji w celu maksymalizacji
uzytecznosci. Probuje si¢ to uwzgledni¢ we wczesniej przytoczonych juz
badaniach Mehty (2007). My unikamy dodatkowych zatozen i rozbudowy
formalnej modelu dzigki losowaniu klientéw z ich warstw, czy tez grup na-
bywajacych badany produkt i substytut po réoznych kombinacjach ich cen
w pewnym okresie. Dzigki temu otrzymujemy losowo wybranych klientow
o r6znych preferencjach manifestujacych si¢ w roznych ilosciach nabycia
produktu przy danej kombinacji cen produktow. To podejscie ma rowniez
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ograniczenie, poniewaz wnioskujac na podstawie reprezentatywnej probki
klientéw, otrzymamy $rednie ilosci sprzedazy pojedynczemu reprezentan-
towi danej grupy klientow sposrdd calej zarejestrowanej 1 faktycznej ich
populacji. Nie mozna wigc opisa¢ wpltywu zréznicowania cech pojedyncze-
go klienta danej grupy na wielko$¢ jego popytu. Dlatego proponowane
podejscie nie pasuje do opisu dobr unikatowych lub stosunkowo drogich
dla konsumenta, ktore kupuje on w ilosci jednostkowej na dtugi okres, czyli
€O najmniej roczny.

4) W modelach wyboru uktad cen wariantow produktu wptywa na prawdo-
podobienstwo ich wyboru tacznie z ocena dodatkowej jakosci i wartosci,
ktorg drozszemu wariantowi przypisuje konsument. Wyzsza cena produktu
zmnigjsza prawdopodobienstwo jego nabycia, ale wyzsza jakos¢ tego pro-
duktu zwigksza prawdopodobienstwo nabycia przez klientow o wystarcza-
jacym dochodzie. Modele wyboru nie ujmuja bezposrednio wpltywu ceny
na ilo$¢ nabywanych sztuk produktu. W naszej metodyce obserwujemy
grupy klientdéw nabywajace ten sam produkt po ré6znym poziomie ceny
iw roznych ilosciach. Sg to rézni klienci, ale ich cechy specyficzne powin-
ny si¢ kompensowac dzigki losowemu doborowi grup probki i usrednieniu
wynikoéw. W ten sposob mozemy zbadaé popyt na produkt i ilosci produktu
podlegajace substytucji na skutek obnizki ceny konkurujacego produktu.
Badamy wptyw ceny na substytucje¢ ilosciowa, a nie jakosciowa, jak w mo-
delu wyboru.

Z poréwnania naszej metodyki ze standardami literaturowymi wynika, iz
jest ona synteza zasad teorii mikroekonomii i procedury estymacji empirycznej
na podstawie mikrodanych. Owe podstawowych zasady mikroekonomii przyta-
czamy w sekcji 3, a nastgpnie formutujemy w postaci hipotetycznego modelu
zaleznosci popytowo-cenowych w sekcji 4.

3. Teoria zaleznoS$ci popytowo-cenowych a 2-czynnikowa analiza
wariancji

Celem rozwazan byto opracowanie metodyki szacowania popytu klienta i ilo$cio-
wej substytucji dla porzadkowych kategorii ceny konkurujacych produktow roz-
nego typu w asortymencie przedsigbiorstwa. Zgodnie z teoria mikroekonomii
definiujemy szczegotowo zaleznos¢ popytowo-cenowa badang w naszej metody-
ce: podmiot, przedmiot, teoretyczne prawidtowosci oraz odpowiednio dobieramy

zakres 1 sposob pozyskiwania oraz przetwarzania danych:
1) Przedsigbiorstwo cenodawca ma swoja czgs$¢ rynku konkurencji niedosko-
natej, a wigc i cenowej. Wielko$¢ rynku przedsigbiorstwa opisujemy pa-
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rametrem liczby potencjalnych klientow. W naszym badaniu jest to liczba
wszystkich klientow, ktorzy dokonali od kilku lat jakiegokolwiek zakupu
i znajduja si¢ w bazie przedsigbiorstwa. Do badania wybraliSmy probe war-
stwowo-losowg klientow, ktorzy w obserwowanym zakresie czasowym na-
byli dwa produkty, ktdrych zalezno$¢ popytowo-cenowa jest przedmiotem
badania.

2) Przedmiotem badania jest oszacowanie relacji popytowej, czyli zaleznosci
ilodci nabycia i cen nabycia dwdch produktow réznego typu. W dalszym
ciggu nazywamy je odpowiednio produktem A i produktem B. Wybieramy
do badania takie dwa produkty, ktore notuja najwyzsza sprzedaz i ktore
podejrzewamy o substytucje ze wzgledu na ich definicj¢ oraz konkuren-
cyjne zastosowanie.

3) Przyjmujemy, ze nie wystepuje dyskryminacja cenowa klientow. W tym sa-
mym czasie za ten sam produkt placona jest ta sama cena przez wszystkich
nabywcow. Tym samym typ klienta lub jego budzet zakupowy nie maja
wplywu na ceng ani ilo$¢ sprzedazy. Dlatego ilo$¢ i cena nie pozostaja
W ujemnym sprzezeniu zwrotnym.

4) Przyjmujemy, ze przedsigbiorstwo cenodawca ksztaltuje swoja krotkotermi-
nowa polityke cenowa w warunkach statych rynkowych czynnikow poza-
cenowych. Konsekwencja tego zatozenia jest przyjecie krotkiego zakresu
czasowego obserwacji cen i ilosci sprzedazy produktéw poszczegdlnym
klientom. W badaniu przyjmujemy zakres roczny, w ktorym transakcje kaz-
dego klienta sg zagregowane co do ilosci, a ceny nabycia sa usrednione
dla tych zagregowanych ilosci. Chcemy przez to unikngé problemu wahan
typowo sezonowych, ktore mogltyby ksztattowaé obserwacje ilosci i ceny
sprzedazy w podokresach roku.

Pokazemy, iz przy odpowiedniej definicji zmiennych i organizacji mikroda-
nych o nabywcach metoda wtasciwg ze wzgledu na zalozenia merytoryczne jest
2-czynnikowa analiza wariancji. Model 2-czynnikowy zapisujemy za Staniszem
(2007, 313):

Vijk = U+ a;+ B+ (aB)ij + &ijk (1)

gdzie: y;; — zmienna zalezna, jest iloscig produktu 4 sprzedang k-temu klientowi
po i-tym poziomie ceny produktu A4, gdy nabyt on rowniez produkt B, przypusz-
czalny substytut, po j-tym poziomie jego ceny; u — Srednia ilo$¢ produktu 4 na-
bywana przez klientow dla pelnego zakresu cen; a; — efekt gtowny i-tego pozio-
mu ceny produktu 4, czyli odchylenie ilo$ci nabywanej przecietnie po i-tej cenie
od $redniej ogolnej u; B; — efekt glowny j-tego poziomu ceny produktu B, czyli
odchylenie ilo$ci nabywanej przecigtnie od Sredniej ogolnej x, gdy cena przypusz-
czalnego substytutu B jest na j-tym poziomie; (af); — efekt wspotdziatania (inte-
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rakeji) i-tego poziomu ceny A oraz j-tego poziomu ceny B; ;5 — losowy biad do-
$wiadczalny o rozkladzie normalnym ze $rednig rowng 0 i wariancjg rowng o”.
W podreczniku Stanisza (2007) znajdziemy wszystkie terminy, zalozenia
i implikacje wieloczynnikowej analizy wariancji. Zatozenia 2-czynnikowej ana-
lizy wariancji dotyczg wstgpnych wtasnosci danych lub przetworzonych danych:

1) Zmienna zalezna to nabywana przez klienta ilo$¢ lub liczba sztuk produk-
tu 4. Ma rozktad normalny w kazdej grupie klientow, ktéora wyrdézniamy
ze wzgledu na kombinacje poziomoéw ceny nabycia produktu 4 i ceny na-
bycia produktu B. Wariancja zmiennej w kazdej grupie jest jednakowa.
W przeciwnym razie stosujemy odpowiednie przeksztalcenie zmiennej
(Stanisz 2007, 346). Dla rozktadu Poissona wyliczamy pierwiastek zmien-
nej i poddajemy go analizie wariancji lub, alternatywnie, stosujemy regre-
sj¢ Poissona, jesli ilo$¢ sprzedazy produktu jest zmienng dyskretng o roz-
ktadzie Poissona.

2) Zmienne niezalezne, nazywane czynnikami, zwykle sg zmiennymi nomi-
nalnymi lub porzadkowymi, ktore maja przeliczalny zbior kategorii. W na-
szym modelu sg nimi ceny produktéw A4 i B. Cena jest zmienng dyskretng
o doktadnosci jednego grosza, ale ma relatywny charakter i dlatego przyj-
mujemy trzy poziomy ceny Sredniej nabycia produktu 4: niski a;, $redni
a, 1 wysoki as, a zakres poziomow jest ustalony tak, aby wyroznione grupy
cenowe cechowata jak najbardziej zblizona liczba nabywcoéw, a najle-
piej rowna, jesli liczba wszystkich nabywcow produktu jest podzielna bez
reszty przez 3. Podobnie wykonujemy kategoryzacje ceny B na poziomy
od niskiego b; do wysokiego bs.

3) W analizie wariancji powinno si¢ stosowac losowy dobor jednostek doswiad-
czalnych, nazywanych replikacjami badania, ktorymi w naszym problemie
sg klienci nabywajacy obydwa produkty. Trudniej spetni¢ drugg zasade
randomizacji proby eksperymentalnej, ktéra nakazuje losowo przydzie-
li¢ jednostki z proby losowej do grup o ré6znych kombinacjach pozioméw
zmiennych niezaleznych. Zeby tak dobraé probe nabywcow, musieliby$my
jeszcze przed zakupem zna¢ tych klientow, ktorzy kupig obydwa produkty
bez wzgledu na ich ceny, ale w ilosci zaleznej od tych cen. Nastepnie spo-
$rod nich nalezatoby wylosowaé probe badawcza, a z niej jeszcze raz wy-
losowac¢ klientow, ktorym przedsiebiorstwo sprzeda produkty po réznych
kombinacjach poziomow cen. Taki eksperyment wymagatby dyskryminacji
cenowej klientdow i utajnienia cen. Sprzedawcy nie postepuja tak wobec
,»statych” klientow. Dlatego losujemy rowna liczbg klientéw z kazdej grupy
kupujacych po réznych kombinacjach poziomow cen (to warstwy popula-
cji badanej). Zaktadajac, ze charakterystyka klientow nie wptywa na ceng,
nie mozemy popemic bledu selekcji z tytulu przydziatu klientow do grup
cenowych. Nie wykluczamy okresowych zmian cen dla wszystkich klien-
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tow. Taki dobdér warstwowo-losowy zapewnia wigc reprezentatywng pro-
be klientéw i ilosci sprzedanych im produktow do analizy wariancji. Proba
eksperymentalna jest zrownowazona, poniewaz dobieramy losowo rowno-
liczng reprezentacj¢ klientow dla kazdego uktadu cen nabycia produktow.

4) Sam poziom cen nie jest kontrolowany przez badacza, wigc formalnie jest
czynnikiem losowym (Stanisz 2007, 258). Jednak w naszej metodyce jest
kontrolowany przez przedsiebiorstwo cenodawce. Kontrola odbywa sie
w zakresie od ceny niskiej wyznaczonej przez koszty wytworzenia lub
koszty niezapadle, przez ceng Srednig do ceny wysokiej, ktora wyznacza-
ja rynek i klienci. Stosowany model nazywamy modelem efektow statych,
poniewaz rozwazamy peten zakres cen i nie losujemy ich poziomdw, ani
zakresow czastkowych.

4. Teoretyczny model popytu i substytucji cenowej dwdoch produktéw

Weryfikacje merytoryczng modelu analizy wariancji sprzedazy przeprowadzamy
w oparciu o teori¢ ekonomii. W tym celu, bazujac na prawidtowosciach ekonomii,
formutujemy teoretyczny model wynikow, w ktorym zaktada si¢ wystepowanie za-
leznosci popytowej migdzy produktami 4 i B, wraz z efektem substytucji i dochodo-
wym. Wyprowadzony model wynikowy przedstawiony jest w Tabeli 1. Dzigki opra-
cowanej metodyce spodziewamy si¢ oszacowaé zaleznos$¢ sredniej ilosci popytu
pojedynczego klienta od kombinacji cen. Oczekiwane na podstawie teorii kierunki
wzrostu popytu klienta na produkt 4 przedstawia Tabela 1. Pionowe, czarne strzatki
ilustrujg prawo popytu dla produktu 4, a doktadnie wzrost popytu w goére kolumny
wraz z obnizkg ceny nominalnej produktu 4 (jednoczesnie obniza si¢ cena realna,
poniewaz w danej kolumnie cena produktu B si¢ nie zmienia). Oszacowaniem tego
efektu jest cigg parametrow a;, ktore powinny spetnia¢ nierowno$¢ a; > a, > as.
Efekt wystepuje tylko w pewnym zakresie cen, gdy dwa pierwsze albo dwa ostatnie
parametry w nier6wnosci sa rowne (a; = o, > a3 albo o, > a, = a3). Efekt zupetie nie
wystepuje, gdy nie mozna odrzuci¢ hipotezy o réwnosci wszystkich trzech parame-
trow 1 wlasnie taka hipotezg zerowa testuje wieloczynnikowa analiza wariancji (Sta-
nisz 2007, 312). Im wicksze rdznice parametrow, tym elastyczniejszy cenowo jest
popyt na produkt 4. Zauwazmy tez, ze parametry ¢; oznaczaja odchylenia Srednich
brzegowych od $redniej ogodlnej i stad sumujg si¢ do 0. Dlatego co najmniej jeden
i co najwyzej dwa parametry w naszym zadaniu sg ujemne, co nie przeczy podangj
wyzej hipotetycznej nierownosci. Dodajac $rednig ogdlng i do parametréw o; otrzy-
mamy $rednie brzegowe sprzedazy wzglgdem poziomu ceny produktu A4 i warunek
prawa popytu zapiszemy wtedy analogicznie:

utoa > ut+a,> u+as 2)
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Tabela 1. Oczekiwane kierunki wzrostu popytu i ilo§ci sprzedazy
produktu A klientowi nabywajacemu substytuty cenowe A i B po réZnych
kombinacjach poziomoéw cen

Cena produktu 4 Cena produktu B
Niska b, Srednia b, Wysoka b
Niska a, f >
Srednia a, ‘ HF\I >
Wysoka a3 | I \ . —>
Legenda:

1 prawo popytu na produkt 4,

o> substytucja cenowa, zastgpowanie produktu B produktem 4,

& cfekt dochodowy spadku cen obydwu produktow,
skumulowany efekt dochodowy i substytucji.

Zrédto: opracowanie wiasne.

W Tabeli 1 poziome strzatki o czarnym konturze ilustruja wzrost wielkosci po-
pytu i iloci sprzedazy produktu 4 w prawa strone wiersza, czyli wraz ze wzrostem
ceny produktu B. Jest to efekt substytucji drozejacego produktu B. Oszacowaniem
tego efektu jest cigg parametrow f;, ktore powinny spetnia¢ nierownos$¢ podwojng
B1 < < f, albo chociaz nierdéwnos¢ pojedyncza dla dwdch z trzech parametrow.
W analizie wariancji testujemy H,: f; = >, = f3, czyli brak efektu substytucji. Jesli
odrzucimy t¢ hipotezg, to im wicksze réznice parametrow, tym silniejszy jest efekt
substytucji. Dodajac $rednig 0gdlng u do parametrow f; otrzymamy $rednie brze-
gowe sprzedazy wzgledem poziomu ceny produktu B i warunek efektu substytucji
zapiszemy wtedy analogicznie:

ptpr< u+p,< u+ps 3)

Jak wiemy z mikroekonomii, jednoczesne zmiany cen produktow w tym sa-
mym kierunku kompensuja efekt substytucji i pozostaje czysty efekt dochodowy,
czyli zmiany sity nabywczej dochodu. Zilustrowany jest on grubg szarg strzatka
wzdhuz glownej przekatnej w kierunku lewego gornego rogu Tabeli 1. Przejscie
od cen wysokich a3b; do cen niskich a;b; zwigkszy sprzedaz produktu 4. Na dru-
giej przekatnej wzrostowi jednej ceny odpowiada spadek drugiej i odwrotnie, stad
kumulujg si¢ efekty substytucji i dochodowy w kierunku cen a;b3. Dla dobr nor-
malnych najnizsza cena produktu 4 i najwyzsza produktu B wywotaja dodatni
efekt substytucji i ujemny efekt dochodowy dla wielkosci popytu na produkt 4, ale
sumaryczny efekt powinien by¢ dodatni. Szacunkiem efektow ukosnych w Ta-
beli 1 jest cigg iloczynow (ap);, ktore nazywa si¢ w analizie wariancji efek-
tem interakcji czynnikow, czyli w naszym przypadku cen produktow. W analizie
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wariancji rozstrzyga si¢ jedynie, czy wszystkie iloczyny sg rowne (H,), czy tez
co najmniej jeden z iloczyndéw jest rozny od pozostatych (H;). Odrzucenie H,
oznacza wystapienie efektow ukosnych, czego réwniez si¢ spodziewamy po ba-
danych zaleznosciach cenowo-popytowych.

5. Organizacja danych i dobor préby badawczej

W wybranym przedsigbiorstwie handlu hurtowego zgromadzono mikrodane
o sprzedazy produktéw w grupie artykutow uniwersalnych dla rolnictwa w 2011
roku w nastgpujacym zakresie:

1) Dane przekrojowe dla wszystkich 1950 zarejestrowanych przez przedsi¢bior-
stwo klientow, z ktorych 181 kupito w badanym roku oba wybrane produkty.

2) Zmienng objasniang jest liczba sprzedanych danemu klientowi szpul fo-
lii do sianokiszonki o ré6znym kolorze oraz o zblizonych wymiarach i po-
wierzchni catkowitej (produkt 4). Jednostka pomiarowa jest liczba sprzeda-
nych szpul, gdyz klienci nabywaja cate szpule. Byt to produkt o najwyzszej
sprzedazy w wybranej grupie artykulow. Zmienna jest dalej oznaczona za-
pisem FOLIA IL.

3) Pierwsza zmienna objasniajaca to poziom ceny produktu 4, ktéremu przy-
pisalismy 7 = 1, 2, 3 zakresy, a mianowicie: NISKI a; (§rednia cena nabycia
w przedziale od 200,14-218,29 z}), SREDNI a, (od 218,3-233,83) i WY-
SOKI a; (od 233,84—288,62). Dlugosci przedziatow sg rozne, ale dzigki
temu liczba klientéw w przedziatach rézni si¢ o co najwyzej jednego i jest
to odpowiednio: 60, 60 i 61. Zmienng oznaczyliSmy przez FOLIA CE.

4) Druga zmienna objas$niajaca jest poziom ceny produktu B stanowigcego
prawdopodobny substytut. Sposrod 10 produktow o najwyzszej sprzedazy
w 2011 roku w wybranej grupie artykutléw definicyjnie substytutem folii
do kiszenia siana jest siatka do owijania i przechowywania suchego siana.
Zmienng oznaczyliSmy przez SIATKA CE. Jej réwniez przypisali$my trzy
poziomy j = 1, 2, 3, mianowicie: NISKI b, ($rednia cena nabycia w prze-
dziale od 217,81-237,31 zt), SREDNI b, (237,32-261,66) i WYSOKI b,
(261,67-360). Dhugosci przedzialéow cenowych znowu dobrano tak, aby za-
pewni¢ rownomierny rozktad liczby klientow migdzy przedziaty: 60, 601 61.

5) Otrzymalis$my dziewig¢ kombinacji pozioméw obu cen a;b;: od a,b; do asb;.
Moglismy badac¢ ilo$¢ sprzedazy wszystkich 181 klientow, ale wtedy liczba
klientow w poszczegdlnych grupach cenowych wahata si¢ od 8 w grupie
a;b; do 34 w grupie a;b,. Whasnosci metody analizy wariancji sa statystycz-
nie lepsze, gdy licznos¢ grup jest rowna i dlatego do kazdej grupy cenowej
wylosowalismy po o$miu klientow z danej warstwy cenowej. Daje nam ta
taczng probe warstwowo-losowa o liczbie 72 klientow.
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Tabela 2. Statystki kazdej grupy klientéw wyréznionej ze wzgledu

na kombinacje pozioméw cen nabycia: Srednia liczba szpul folii nabywana
przez klienta danej grupy; wariancja liczby szpul nabywanych przez klienta
danej grupys; liczba klientow wylosowanych do grupy

Cena folii Cena siatki

Niska b, Srednia b, Wysoka b;
Niska a, 123,75 4276 | 8 | 329,38 297599 | 8 | 181,75 26951
Srednia a, | 108,75 6683 | 8 87,63 1951 8 | 194 29175
Wysoka a3 18,75 239 | 8 | 128,25 8136 | 8 54,88 7823

Zrodlo: obliczenia wlasne.

W Tabeli 2 przedstawiamy statystyki opisowe dla ilosci sprzedazy folii po-
szczegdlnym klientom w grupach kupujacych po réznych kombinacjach cen. Jest
to wstepna weryfikacja modelu hipotetycznego na podstawie srednich ilosci sprze-
dazy pojedynczemu klientowi z réznych grup. W kolumnie ceny niskiej b; srednia
sprzedaz rosnie w gore kolumny, a dla kolumn b, i b3 dwa na trzy poréwnania ilosci
potwierdzaja wzrost ilosci ku gorze kolumny, np. w kolumnie b, w gérnej komorce
jest najwyzsza ilo$¢ sprzedazy 329,38; a wigc: 128,25 < 329,38 i 87,63 < 329,38.
Potwierdza si¢ prawo popytu. Podobnie prowadzimy poréownanie Srednich ilo-
Sci sprzedazy w kolejnych komoérkach danego wiersza. W kazdym wierszu dwa
na trzy pordwnania potwierdzajg istnienie efektu substytucji, czyli wzrost $redniej
sprzedazy w prawa stron¢ wiersza np. dla wiersza ceny niskiej a,zachodzi relacja:
123,75 < 329,38 1 123,75 < 181,75. W pelni potwierdzony jest efekt dochodowy,
gdyz $rednia ilo$¢ popytu indywidualnego rosnie na gtéwnej przekatnej w kierun-
ku lewego gdérnego rogu. Potwierdzony jest takze skumulowany efekt substytucji
i dochodowy na drugiej przekatne;j.

6. Wyniki analizy wariancji i ocena istotnosci statystycznej

Na podstawie Tabeli 2 weryfikujemy réwniez zalozenie analizy wariancji o réw-
no$ci wariancji grupowych sprzedazy. Obserwujemy wyrazny wzrost wariancji
grupowych wraz ze wzrostem $rednich grupowych. Ilo$¢ sprzedazy ma wigc roz-
ktad Poissona. Dla lepszego dopasowania danych o takim rozktadzie do analizy
wariancji pierwiastkujemy zmienng zalezna (Stanisz 2007, 346). Dlatego dalszej
analizie wariancji poddajemy pierwiastek ilosci sprzedazy folii, ktory oznaczono
»Pierw_FOLIA IL” w programie STATISTICA, ktory postuzyt do wyznaczenia
wynikow.
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FOLIA_CE; Oczekiwane §rednie brzegowe
Biezacy efekt: F(2, 63)=4,6010,p=,01364
Dekompozycja efektywnych hipotez

Pionowe stupki oznaczaja 0,95 przedziaty ufnosci

)

12

A IL

10 N

Sqri(FOLI

oo}
L
I

Pierw_FOLIA IL:

Niska Srednia Wysoka
FOLIA_CE
Rycina 1. Weryfikacja prawa popytu

Zrodto: opracowanie wlasne.

Na Rycinie 1 widzimy szacunki punktowe (kotka) i przedziatowe (stupki)
sredniej brzegowej pierwiastka iloci sprzedazy dla trzech poziomoéow ceny folii.
Ilustracjg jest malejaca krzywa tamana. Spelniony jest warunek prawa popytu (2).
Im mniej zachodza na siebie pionowe stupki przedziatdéw ufnosci, tym istotniej-
szy statystycznie jest nasz wniosek. Do oceny poziomu istotnosci efektu uzywa
si¢ testu F, ktory jest ilorazem wariancji srednich brzegowych (ma ona 2 stopnie
swobody, poniewaz sg 3 $rednie brzegowe i wyznaczona dla nich srednia ogodl-
na) i wariancji btedu wewnatrzgrupowego (ma ona 63 stopnie swobody, poniewaz
wyliczono jg dla 72 klientéw, dla ktorych wyznaczono tez 9 rednich grupowych).
Statystyka F wynosi 4,6 i jest istotna z prawdopodobienstwem biedu okoto 0,01,
co potwierdza efekt popytowy.
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SIATKA_CE; Oczekiwane $rednie brzegowe
Biezacy efekt: F(2, 63)=1,1936, p=,30988
Dekompozycja efektywnych hipotez
Pionowe stupki oznaczaja 0,95 przedziaty ufhosci

: =Sqrt(FOLIA_IL)

7

Pierw FOLIA IL
(o]
1
I

7
6
5
4 3
Niska Srednia Wysoka
SIATKA CE

Rycina 2. Weryfikacja substytucji

Zrodto: opracowanie wilasne.

Na Rycinie 2 widzimy oczekiwane $rednie brzegowe pierwiastka ilosci sprze-
dazy (koteczka) dla trzech pozioméw ceny hipotetycznie substytucyjnej siatki.
Dwie pierwsze $rednie oraz pierwsza i trzecia spetniaja warunek substytucji (3),
co przejawia si¢ rosngcym odcinkiem krzywej tamanej na wykresie dla wzrostu
ceny z niskiej do sredniej. Efekt w catym zakresie cenowym jest istotny z prawdo-
podobienstwem btedu okoto 0,31; a wigc nie mamy podstaw do odrzucenia hipo-
tezy o braku substytucji.

Wyniki dla interakcji przedstawiono na Rycinie 3. Lamane pokazujg prawo
popytu na folie przy rdznej cenie siatki. Przebieg tamanej to nic innego jak poréw-
nanie $rednich grupowych w danej kolumnie Tabeli 2, co oméwiliSmy na koniec
sekcji 5. Interakcje $rednich wykazujg oczekiwany porzadek, ale sa one istotne
na poziomie btedu az okoto 0,38. Wysoki blad moze by¢ spowodowany faktem,
ze pierwiastkujgc dane o ilo$ci sprzedazy, zmniejszylismy ich zmiennos¢, ale row-
niez roznice $rednich grupowych w probie.
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FOLIA_CE*SIATKA_CE;Oczekiwane $rednie brzegowe
Biezacy efekt: F(4, 63)=1,0776,p=,37521
Dekompozycja efektywnych hipotez
Pionowe stupki oznaczaja 0,95 przedziaty ufnosci

Sqrt(FOLIA_IL)
=
|
1

.
A
\

Pierw FOLIA IL:

-2

-4

== SIATKA_CE Niska
=0- SIATKA_CE Srednia

SIATKA_CE Wysoka

Rycina 3. Weryfikacja interakcji cen

Zrodto: opracowanie wlasne.

Co do zatozen analizy wariancji, to sprawdzmy jeszcze, czy rozktad zmiennej
zaleznej w grupach jest normalny i czy jednorodna jest wariancja. Wiadomo jed-
nak, ze test F uzywany w ANOV-ie jest odporny na odchylenia danych od tych
zatozen, jesli proby sa rownoliczne, jak w naszym badaniu (Stanisz 2007, 342).
Odnosnie do normalnosci rozktadow grupowych, to sprawdziliSmy wykresy nor-
malnosci i zauwazalne odchylenie wykazuje tylko rozktad w dwoch grupach: dla
niskiej ceny folii i $redniej ceny siatki i odpowiednio dla kombinacji cen wyso-
kiej i $redniej. Natomiast test Levene’a potwierdzit, iz pomimo spierwiastkowania
iloéci sprzedazy folii wariancje sprzedazy w grupach cenowych sg istotnie roz-
ne. Wspoétczynnik determinacji R* w modelu wyniost 20% i takg czg¢$¢ catkowitej
zmienno$ci ilo$ci sprzedazy wyjasnia poziom cen produktow. Podsumowujemy
w Tabeli 3 istotne r6znice $rednich (sg one podane na koncu strzatki r6znica Sred-
nich dla grupy na koncu i grupy na poczatku strzatki). Dzigki analizie wariancji
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widzimy, jaki jest stopien istotnosci oszacowanych efektow. W sekcji 7 zweryfiku-
jemy ponownie efekty popytu i substytucji ilosci sprzedazy folii, szacujac na wyj-
sciowych danych regresj¢ Poissona, a wigc przy zatozeniu roznej wariancji ilosci
sprzedazy klientom w grupach nabywajacych po réoznych cenach.

Tabela 3. Istotne statystycznie (poziom podany w nawiasie) réZnice
Sredniego pierwiastka liczby szpul folii nabywanej przez klientéw

Cena folii Cena siatki
Niska b, Srednia b, Wysoka b;
Niska a; 4,87 (0,12) ———> 2,59 (0,15) 8(0,01)
5,19 (0,01) ~
Srednia a, 3.82(0.04)
Wysoka aj I

Zrodlo: obliczenia wlasne.

7. Regresja Poissona

Ze wzgledu na heteroskedastycznos$¢ wariancji grupowych w probee ilosci sprze-
dazy klientom uzupehieniem metodycznym zaprezentowanej analizy zaleznos$ci
cenowo-popytowych jest model regresji Poissona. W modelu tym wariancja ilo-
$ci produktu kupowanej przez klientow jest rowna s$redniej ilosci produktu na-
bywanej przez klienta z danej grupy. Te parametry popytu klienta sg rowne dla
danej grupy klientow, ale ich poziom moze by¢ inny w poszczegolnych grupach.
To inaczej niz w analizie wariancji. Kupowana przez klienta liczba sztuk produktu
A po i-tej kategorii ceny produktu 4 (i =1, 2, 3) oraz j-tej kategorii ceny produktu
B (j=1, 2, 3) to zmienna losowa Y;; o rozktadzie Poissona i nastgpujacej funkcji
prawdopodobienstwa nabycia liczby sztuk y;;:

Yi j

A,
— — _t —Aii
P(Y; = yi) = yi]j! e " “)

gdzie warto$¢ oczekiwana i wariancja rozktadu popytu klienta wynoszg A;
dla kombinacji ceny i-tej oraz j-tej. Przyjmujemy tez za Gruszczynskim (2012)
standardowa, wyktadnicza zaleznos¢ wartosci oczekiwanej liczby sztuk od zmien-
nych objasniajacych, czyli cen substytucyjnych produktow 4 i B. Uwzgledniajac
interakcje cen, formulujemy nastepujacy model regresji Poissona o podstawie
danej liczba e:
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/11.]. = Mt a1Xy +azXs+ B1X3+BaXa+Y1X1X3+Y2X1 X4 Y3 X2 X3 HYaX2Xs )

gdzie:

1 — wyraz wolny wyktadnika, potega ¢ podaje warto$¢ oczekiwang liczby
sztuk produktu 4 nabywanej przez klienta w petnym zakresie cen; @, a, — para-
metry wptywu odpowiednio ceny niskiej i $redniej produktu 4 na oczekiwana
liczbe sztuk produktu 4 nabywang przez klienta; iloczyny 100a; i 100a, podaja
odpowiednio dla ceny niskiej i $redniej stopg przyrostu oczekiwanej liczby sztuk
wzgledem sredniej ogdlnej e*; x;, x, — zmienne kodujgce odpowiednio kategorie
ceny niskiej (i = 1) i sredniej (i = 2) produktu 4, oraz posrednio kategori¢
niejawng ceny wysokiej (i = 3). Kodowanie jest nastgpujace: x; = 1 1 x, = 0, jesli
i=1;albox; =01ix,=1,jeslii=2;albox; =-11ix,=-1,jesli i = 3. Jest to tak
zwane kodowanie z sigma ograniczeniami (Stanisz 2007, 677); S, p, — parame-
try wptywu odpowiednio ceny niskiej i $redniej produktu B na oczekiwana
liczbe sztuk produktu 4 nabywang przez klienta; iloczyny 1008, i 1008, podaja
odpowiednio dla ceny niskiej i $redniej stope przyrostu oczekiwanej liczby sztuk
wzgledem Sredniej ogdlnej €“; x3, x4, — zmienne kodujgce odpowiednio kategorie
ceny niskiej (7 = 1) i $redniej (j = 2) produktu B, oraz posrednio kategori¢ niejawng
ceny wysokiej (j = 3). Kodowanie jest nastgpujace: x3 = 11ix, =0, jeslij = 1; albo
x3=01ix,=1,jeslij=2; albo x3 =-11x4="-1,jeslij=3; y, y2, 73, 74 — parametry
wplywu interakcji, czyli kombinacji niereferencyjnych poziomoéw cen produktu A
i produktu B, odpowiednio niskiej i niskiej, niskiej i $redniej, Sredniej i niskiej oraz
$redniej 1 $redniej.

Przypomnijmy, ze badanym produktem A jest folia do kiszenia siana. Jednost-
ka sprzedazy jest jedna szpula, za ktdrg podana jest cena. Podobne sg jednostki
pomiarowe dla substytucyjnego produktu B, ktorym jest siatka do przechowywa-
nia suchego siana. Dla opisanych w Tabeli 2 danych oszacowali§my model (5)
metodg najwigkszej wiarygodnosci. Wpierw weryfikujemy istotno$¢ statystyczna
szacunku modelu (5) za pomoca testu ilorazu wiarygodnosci (Gruszczynski 2012,
83). lloraz wiarygodnosci okazat si¢ istotnie wyzszy dla szacunku modelu (5) niz
dla zagniezdzonych w nim modeli (na poziomie 0,01), w tym dla szacunku modelu
z wyrazem wolnym. Wspodtczynnik dopasowania R* McFaddena wynosi 0,29 dla
otrzymanego szacunku modelu (5). Wystepuje nadmierny rozrzut (zob. Stanisz
2007, 793), poniewaz istotne statystycznie jest odchylenie obserwacji od wielko-
$ci oszacowanych w modelu (5). Odchylenie, nazywane dewiancja, ma rozktad
chi-kwadrat o liczbie stopni swobody danej roznica liczby obserwacji w probie
i liczby parametrow modelu (5). Badana proba ma 63 stopnie swobody i taka jest
warto$¢ oczekiwana dewiancji. Lewostronny obszar krytyczny dla testu istotno-
$ci dewiancji (poziom istotnosci 0,05) rozciaga si¢ od [0; 43,5] a prawostronny
od [87, o]. Tymczasem empiryczna wielko$¢ dewiancji wynosi w probie 9534,
Model jest dos¢ stabo dopasowany, a lepsze dopasowanie moze da¢ model re-
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gresji ujemnej dwumianowej. Jednak istotnos¢ statystyczng estymatorow mozna
oceni¢ w warunkach nadmiernego rozrzutu. Oceniamy istotno$¢ szacunkéw w wa-
runkach nadmiernego rozrzutu, co wymaga zwigkszenia Srednich btedoéw ocen
parametréw mnoznikiem 12,3; czyli pierwiastkiem z ilorazu odchylenia i stopni
swobody. Btedy szacunkow podstawiamy do testow istotnosci Walda. Szacunki
parametréw i poziom ich istotno$ci podane zostalty w Tabeli 4. Efekty nieistotne
traktujemy tacznie z tymi istotnymi jako calo$¢ modelu, poniewaz jak juz wspo-
mniano, szacunek modelu (5) ma istotnie wyzszy iloraz wiarygodno$ci w porow-
naniu ze wszystkimi zagniezdzonymi w nim modelami.

Tabela 4. Szacunek MNW modelu (5) regresji Poissona liczby szpul folii
sprzedanych klientowi

Parametr Szacunek Parametr Szacunek
U **4.67 7 0,07
04 **0,60 V2 0,15
0y 0,14 V3 0,40
b **.0,52 V4 **.0,71
b *0,37

* szacunek istotny na poziomie btedu 0,1; ** szacunek istotny na poziomie btedu 0,05

Zrédto: obliczenia wlasne

Na podstawie szacunkow parametrow w Tabeli 4 szacujemy warto$¢ oczeki-
wang liczby szpul folii nabywanych przez klienta po dowolnej kombinacji cen.
Na przyktad dla kombinacji cen wysokich obu produktow as;b; obliczymy z mo-
delu (5):

x(—1)40,15%(—1)%(-1)+0,40x(-1)X(-1)—0,71x(—-1)x(—1)
) 4,67+0,60%(—1)+0,14X(—=1)+0,37%x(=1)+0,07x(-1)%

A3z = e (6)
~ 54,88

Wyliczenie (6) pokazuje znang wlasno$¢ regresji Poissona, mianowicie sza-
cunki warunkowych warto$ci oczekiwanych sg rowne srednim grupowym w pro-
bie obserwacji (zob. Tabela 2), jesli model ma co najmniej tyle parametrow, ile jest
w probie grup.

Interpretacja parametrow podana jest pod rownaniem (5) i zostala oparta
na wlasnosci stalej stopy przyrostu funkcji wyktadniczej. Postuzy ona do oceny
zgodnosci z hipotetycznym modelem zaleznosci popytowo-cenowych z Tabeli 1.
Parametry o potwierdzajg dodatni efekt popytowy obnizania ceny szpuli folii
w catym zakresie cenowym. Efekt ten jest wysoce istotny dla ceny niskiej. Para-
metr £, jest wysoce istotny i ujemny, co potwierdza substytucje folii siatka, gdy
cena tej ostatniej jest niska. Gdy cena siatki jest §rednia, istotny na poziomie 0,1
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parametr S, jest dodatni. Jest to zgodnie z pierwszg nieréwnoscia w podwadjnej
nierownosci parametréow £, ktorg sformutowaliSmy jako warunek wystgpowania
substytucji w calym zakresie cenowym w sekcji 4. Relacja warto$ci bezwzglednej
szacunkow tych parametrow pokazuje, ze blisko caly efekt substytucji zachodzi
w zakresie cen niskich i $rednich siatki. W interpretacji efektow pomaga wyra-
zenie szacunku warunkowej warto$ci oczekiwanej liczby szpul folii nabywanych
przez klienta za pomoca procentowej roznicy od szacunku Sredniej ogélnej, ktory
w probie wynosi 136,4. Wyniki przedstawione sa w Tabeli 5 i potwierdzajg hipo-
tetyczny model z tabeli 1 z wyjatkiem poréwnania wielkosci sprzedazy dla cen
ayb, 1 ab, oraz pordwnania dla cen a,b; i a;b3. Na przyktad dla kombinacji cen
niska—niska wyliczenie odchylenia wzglgdnego wyglada nastgpujaco:

(64,67+0,60*1 = 0,52*1+0,07*1*1 136’4)/136’4 ~ _9% (7)

Tabela 5. Odchylenie szacunkéw brzegowych wzgledem szacunku ogélnej
wartoSci oczekiwanej nabywanej przez klienta liczby szpul folii (%)

Cena siatki
Cena folii -
Niska b, Srednia b, Wysoka b;
Niska a, -9 141 33
Srednia a, 20 -36 42
Wysoka a; -86 -6 -60

Zrédto: obliczenia wiasne

W Tabeli 5 zauwazamy znaczaco podwyzszony popyt na foli¢ dla kombinacji
cen powyzej gtownej przekatnej tabeli. Az o 141% $redniej wyzszy jest on dla
niskiej ceny folii i $redniej ceny siatki. Te wyniki potwierdzajg silng substytucje
siatki folig, gdy cena folii jest o jeden poziom nizsza, czyli np. jest niska, gdy
cena siatki jest $rednia albo jest srednia, gdy cena siatki jest wysoka. Widaé tez,
ze dla wysokiej ceny siatki obnizanie ceny folii do niskiej nie zwigksza popytu
na folig, ale mozliwe, ze wystapi wtedy silny efekt dochodowy w postaci wzrostu
popytu na siatke. Dlatego szukajac ceny maksymalizujacej sprzedaz klientowi, po-
winno si¢ bra¢ pod uwage wptyw kombinacji cen na wyniki ilosci i kwoty sprzeda-
zy obydwu produktow. Wymagatoby to powtdrzenia analizy dla ilosci sprzedazy
siatki w roli zmiennej zaleznej. Na tym etapie mozemy natomiast stwierdzi¢, kto-
ra kombinacja cen przyniesie najwyzsza sprzedaz samej folii. Dlatego dla kaz-
dego poziomu ceny folii wybieramy taka wysokos¢ ceny siatki, dla ktorej popyt
na foli¢ jest najwyzszy. W Tabeli 5 kursywa zaznaczono odchylenia procentowe
popytu dla wybranych kombinacji cenowych. Dla $redniej ceny folii najwyzszy
popyt jest mniejszy o 99% $redniej ogolnej od najwyzszej wielkosci popytu dla



26 Tomasz Brzeczek

ceny niskiej (42 — 141 = -99). Dla ceny wysokiej najwyzszy popyt jest mniejszy
0 149% sredniej ogodlnej niz dla ceny niskiej. Takie sg relatywne roznice $rednich
liczb szpul: 194 1 128,25 od najwyzszej $redniej dla ceny niskiej, czyli od 329,28.
Po wyrazeniu roznic w procencie $redniej ogdlnej, ktora wynosi 136,4. Dla kazdej
z wybranych kombinacji cenowych szacunek sredniej liczby szpul nabywanych
przez klienta mnozymy przez wielko$¢ srodkowa ceny w odpowiednim dla danej
wielko$ci popytu zakresie cenowym. W ten sposdb wyliczamy sprzedaz folii od-
powiednio dla jej ceny na poziomie niskim, §rednim i wysokim:

329,28 x 209,15 = 68 868,91;

194,00 x 226,06 = 43 855,64;

128,25 x 261,23 =33 502,75.

Stad wiemy, ze najwyzsza S$rednia sprzedaz folii jednemu klientowi
to 68 868,91; gdy cena folii jest niska, a cena siatki — $rednia.

Analiza przyrostow procentowych popytu i ceny oraz elastyczno$ci popytu
jest mozliwa dla kazdej pary kombinacji cenowych. Przeanalizujmy przejscie
od kombinacji a,b; do kombinacji a;b,. Elastyczno$¢ cenowg wyliczymy, analizu-
jac wplyw obnizenia ceny z poziomu a, do a;. Cen¢ folii obnizono z 226 na 214
(sa to wielkosci $rodkowe przedziatow cenowych), czyli o -5,5% wzgledem
ceny $redniej dla tych zakresow. Odpowiednio przyrost popytu obliczamy tyl-
ko dla obnizki ceny folii, czyli migdzy kombinacjami a,b; i a;b;. llo$§¢ wzrosta
0 -9 — (-20) = 11 procent $redniej ogdlnej. Stad elastyczno$¢ cenowa w tym za-
kresie popytu wynosi 11/(-5,5) = -2. Natomiast elastyczno$¢ krzyzowa wynika
z porownania wzglednego przyrostu popytu migdzy kombinacjami a;b; i a;b,
w stosunku do wzglednego przyrostu ceny z poziomu b; do b,. llo§¢ sprzedazy
folii zwigksza si¢ 0 141 — (-9) = 151 procent $redniej ogolnej, a cena siatki wzrasta
0 249,49 — 227,31 = 22,18, czyli 0 9,3%. Dlatego elastyczno$¢ krzyzowa dla tego
zakresu ceny B wynosi 151/9,3 = 16,2; czyli wskazuje na silng substytucje w tym
zakresie cenowym.

8. Podsumowanie

W artykule przedstawiono oryginalng metodyke modelowania zalezno$ci popy-
towo-substytucyjnej dwoch produktow. Skonstruowano w Tabeli 1 macierzowy
model hipotetyczny, ktory zdefiniowano szczegdétowo wedtug prawidtowosci mi-
kroekonomii i dzigki temu jego wyniki majg jednoznaczng interpretacje ekono-
miczng: efektow popytu, substytucji i dochodowego. Analityczng posta¢ modelu
dopasowano do zatozen metodycznych w 2-czynnikowej analizy wariancji oraz
regresji Poissona. Odpowiednio zorganizowano roéwniez dane. Model analizy
czynnikowo-cenowej ilosci sprzedazy ma prostsza form¢ matematyczng i jest ta-
twiejszy w interpretacji, ale wymaga rozktadu normalnego zmiennej zaleznej i jej
rownej wariancji w kazdej grupie obserwacji wyrdznionej ze wzgledu na poziomy
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czynnikow. W celu spelnienia tych zatozen stosuje si¢ przeksztalcenia zmiennej za-
leznej. Tak postapiono rowniez w tym artykule w badaniach wysokosci sprzedazy
i cen dwoch produktow roznego rodzaju, wybranych z asortymentu przedsigbior-
stwa handlowego. Zastosowanie przeksztatcenia powoduje lepsze dopasowanie
danych do zalozen, ale w badanej probce nie jest to pelne dopasowanie. W razie
niejednorodnosci wariancji ilo$ci sprzedazy w grupach klientéw przydatng metoda
estymacji jest model regresji Poissona. Takie wlasnosci okazaly si¢ mie¢ dane,
ktore postuzyly do weryfikacji przydatnosci prezentowanej metodyki. Otrzyma-
ny szacunek regresji Poissona ma wyzszy wspolczynnik determinacji niz model
ANOVA i ma szacunki parametrow istotne nawet w warunkach nadmiernego roz-
rzutu ilo$ci sprzedazy. W dalszych pracach nalezy rozwazy¢ zastosowanie innych
metod estymacji przedstawionego hipotetycznego modelu, ktore mogg si¢ okazaé
lepiej dopasowane do badanej tu probki obserwacji. Jednak otrzymane obiema
metodami oszacowania modelu hipotetycznego sg istotne i spdjne dla przebadanej
warstwowo-losowej proby klientow wybranego przedsigbiorstwa. W szczeg6lno-
$ci istotne 1 merytorycznie spojne z teorig ekonomii i modelem hipotetycznym sg
szacunki efektow: prawa popytu i efektu dochodowego. Natomiast istotny szacu-
nek popytowych efektow substytucji otrzymano w metodzie Poissona. Jak poka-
zano w ostatniej sekcji, szacunki mozna zastosowa¢ do wyliczenia elastycznos$ci
cenowej i krzyzowej popytu lub do wyboru kombinacji cen, dla ktorej sprzedaz
produktu jest najwyzsza.
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Products demand and substitution modelling

and estimation for microdata

Abstract

Let us consider wide and deep assortment, which is typical for a mul-
tiproduct producer or for a wholesaler. Commaodity price affects its an
other commodities quantities saled to the customer. We mean price-
demand relations, that should be taken into account by the ologopolist
that prices his commodities using market formula. Therefore we pro-
pose our theoretical model of substitution that holds own price effect,
price substitution effect and income effect. We define price as discrete
variable with low, middle and high range of values and model theo-
retically demand for two substitutes concerning their prices relation.
The model is appropriate for count sales data of individual customers.
We use ANOVA method for individual demand analysis in groups
of customers. Customers are selected by random stratified sampling.
Our model is verified with 2-factor ANOVA of main and price in-
teraction effects. Feasible method of our model verification is also
Poisson regression, which we estimate in the paper. Results of both
estimation methods are coherent and approve our theoretical model of
demand relations between substitutes.

Keywords: demand, substitution, customer, ANOVA, Poisson
regression.
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