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Abstrakt

W artykule przedstawiamy prosta parametryzacje powierzchni zmien-
nosci w opcjach, ktorych instrumentem bazowym jest zmienno$¢ im-
plikowana z opcji na S&P 500 wyrazona indeksem VIX. W szczegol-
nosci pokazujemy, ze: (i) zmienno$¢ implikowana opcji ATM na VIX
jest silnie skorelowana z usmiechem zmiennosci opcji na S&P 500; (ii)
zmienno$¢ implikowana ATM opcji na VIX zmniejsza si¢ wyktadniczo
wraz z terminem wygasniecia opcji; (iii) uSmiech zmienno$ci opcji na
VIX daje si¢ dobrze opisa¢ za pomocg popularnego modelu zmiennosci
stochastycznej SABR. Wykorzystujac proste reguty kciuka opisane w
pkt. (i)-(iii) mozna poda¢ cen¢ (zmiennos$¢ implikowang) opcji na VIX
o dowolnym terminie i cenie wykonania, otrzymujac warto§¢ zblizong
do rynkowe;j.
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1. Wstep

Opcje na VIX to kontrakty opcyjne, w ktorych podstawa rozliczenia jest war-
tos¢ indeksu VIX, wyrazajacego w syntetyczny sposob zmienno$¢ implikowana
z 30-dniowych opcji na indeks S&P 500. Jako ,,pochodne pochodnych” opcje
na VIX stanowig najnowszg i zarazem najbardziej wyrafinowang klas¢ instrumen-
tow na zmiennos$¢. Chociaz wprowadzenie opcji na VIX postulowano rownolegle
z wprowadzeniem samego indeksu, tj. juz w 1993 r. (Whaley, 1993), to kontrakty
te weszty do obrotu gietdowego dopiero 13 lat p6zniej, w lutym 2006 r.', a wyraz-
ng popularnos¢ zaczely zyskiwac szczegdlnie w ciggu ostatnich lat kryzysu finan-
sowego. Obecnie rynek opcji na VIX to ponad 9 mln otwartych pozycji dziennie
o tacznej wrazliwosci na zmiang¢ zmiennosci implikowanej (tzw. vega) ok. 200
mln USD, przy zakresie cen wykonania wahajacym si¢ od 70% do ponad 300%
biezacej wartosci indeksu (w zaleznos$ci od terminu wygasniecia opcji). Podobnie
jak kontrakty futures na VIX, opcje umozliwiajg inwestorom zabezpieczanie dtu-
gich pozycji w akcjach (przede wszystkim w indeksie S&P 500 i aktywach silnie
z nim skorelowanych) oraz wyrazenie kierunkowych pogladow co do ksztattowa-
nia si¢ oczekiwanej zmiennos$ci. Inaczej jednak niz kontrakty futures, opcje umoz-
liwiajg uzyskanie pozadanej ekspozycji bez koniecznosci ponoszenia potencjalnie
nieograniczonych strat w wypadku niekorzystnej zmiany indeksu (por. np. Moran
i Dash, 2007 na temat pozytkow z inwestowania w opcje na VIX). Jednak mimo
zalet i ewidentnego rozwoju rynku opcji na VIX, literatura na ten temat jest wcigz
relatywnie uboga.

Jako pierwszy z wyceng opcji na zmiennos$¢ implikowang zmierzyt si¢ Wha-
ley (1993) — pomystodawca indeksu VIX - ktory proponowat wykorzystanie do
tego celu tradycyjnego modelu Blacka (1976), gdzie instrumentem bazowym
byltby kontrakt terminowy na VIX. Model Blacka ma jednak t¢ wade, ze traktu-
je zmienno$¢ jako parametr staty, a w kazdym razie niestochastyczny, co trudno
pogodzi¢ z obserwacjami empirycznymi. Stad np. Griinbichler i Longstaff (1996)
zaadaptowali prosty proces stochastyczny (podobny do rozwazanego przez Hulla
i White’a 1987 czy Hestona 1993) do opisu dynamiki indeksu zmienno$ci impli-

' Opoéznienie wynikato przede wszystkim stad, ze aby mogt powstaé ptynny rynek opcji,
musiat najpierw wyksztalci¢ si¢ ptynny rynek instrumentu bazowego, tj. kontraktéw
futures na VIX, niezbednych w celu odpowiedniego zabezpieczenia pozycji w opcjach.
Kontraktami futures na VIX zaczgto handlowaé dopiero w 2004 r., po zmodyfikowaniu
formuty indeksu, ktéra obecnie jest wolna od zatozen metodologicznych i opiera si¢
na koncepcji zaproponowanej pierwotnie do wyceny kontraktu variance swap. Por.
takze Dupire (2004), Derman, Demeter, Kamal, i Zou (1999) oraz Carr i Madan (2001)
na temat wyceny kontraktu variance swap oraz CBOE (2003) na temat konstrukcji
VIX. Jab lecki i in. (2013) zawiera przyst, epne omowienie historii indeksu VIX oraz
jego zwi, azku z metod, a wyceny variance swapa.
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kowanej, uzyskujac wzory na cen¢ opcji w postaci analitycznej. Jednak stabo$cia
obu podejs¢ — Blacka oraz Griinblichera i Longstaffa — jest oddzielenie problemu
wyceny opcji na VIX od analizy ewolucji indeksu S&P 500, co moze skutkowaé
obcigzeniem tzw. vegi, czyli wrazliwo$ci ceny opcji na ryzyko zmiany zmienno-
$ci implikowanej (Sepp, 2008)* Przetom w mysleniu o wycenie instrumentow po-
chodnych na zmienno$¢ przyniosty dopiero prace Dermana i in. (1999) oraz Carra
i Madana (2001), ktérzy pokazali, jak w sposob syntetyczny i zarazem wolny od
zatozen modelowych stworzy¢ pozycje w zmienno$ci za pomoca statycznej repli-
kacji. Koncepcje te legly u podstaw zmiany definicji indeksu VIX (CBOE, 2003)
i umozliwily rozwoj teorii wyceny opcji na zmiennos¢, ktora gwarantuje spojnosé
pomiedzy cenami instrumentdéw pochodnych i kosztami ich replikacji (Gatheral,
2008; Sepp, 2008; Lin i Chang, 2010 czy Cont i Kokholm, 2011).

Na tym tle celem niniejszego artykulu jest uzupetnienie dotychczasowe;j li-
teratury o zestaw kilku prostych ,;regut kciuka” — tj. ugruntowanych teoretycz-
nie intuicji empirycznych — ktére by syntetycznie ujmowaly kluczowe cechy po-
wierzchni zmienno$ci z opcji na VIX, ulatwiajac inwestorom i analitykom oceng
rynkowych kwotowan. W szczegdlnosci, pokazujemy, ze: (i) zmienno$¢ impliko-
wana po cenie (ATM) opcji na VIX jest silnie skorelowana z usmiechem zmien-
nosci opcji na S&P 500 (tj. zmiennosci implikowanej w funkcji ceny wykonania
opcji) 1 przedstawiamy teoretyczne uzasadnienie dla tej empirycznej obserwacji;
(i1) zmiennos¢ implikowana ATM opcji na VIX zmniejsza si¢ wyktadniczo wraz
z terminem wygasnigcia opcji; (iii) uSmiech zmiennos$ci opcji na VIX daje si¢
dobrze opisa¢ za pomoca popularnego modelu zmienno$ci stochastycznej SABR
(Hagan, Kumar, Lesniewski, i Woodward, 2002). Wykorzystujac obserwacje opi-
sane w pkt. (i) — (iii) mozna zakwotowac cen¢ (wyrazong w zmiennosci impliko-
wanej) opcji na VIX o dowolnym terminie i cenie wykonania, otrzymujgc warto$é
zblizong do rynkowej. Naturalnie proponowana przez nas prosta parametryzacja
opiera si¢ na obserwacjach empirycznych, a nie $cistej logice bezarbitrazowej,
wigc nie moze by¢ substytutem bardziej formalnych modeli w duchu Gatheral
(2008), Cont i Kokholm (2011) czy Lin i Chang (2010), ale powinna przynajmniej
utatwi¢ interpretacj¢ i analiz¢ danych rynkowych, a przez to sta¢ si¢ waznym ele-
mentem budowy portfela i oceny strategii inwestycyjnych.

2. S&P 500, VIX i opcje na oba indeksy

Indeks S&P 500 (dalej po prostu ,,SPX”) to indeks 500 najwigkszych spotek no-
towanych na gietdzie nowojorskiej (NYSE lub NASDAQ). VIX to miara ocze-

* Ryzyko zmienno$ci zmiennoSci jest szczeg6lnie wazne przy strategiach dynamicznej
replikacji pozycji opcyjnych oraz przy wycenie bardziej egzotycznych instrumentow,
bedacych ztozeniem opcji waniliowych.
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kiwanej zmienno$ci na rynku akcji wyznaczona w oparciu o ceny opcji na SPX.
Poczatkowo VIX byl wyznaczany, zgodnie z koncepcja swego pomystodawcy,
jako $rednia arytmetyczna zmiennosci implikowanych z 8 najbardziej ptynnych
kontraktow, 4 typu call i 4 typu put (Whaley, 1993). Obecnie jednak jego kon-
strukcja nie odwotuje si¢ do zadnego modelu i wykorzystuje ceny wszystkich
dostepnych na rynku opcji na SPX o okre§lonym terminie wygasni¢cia, co po-
zwala na zreplikowanie wartoéci oczekiwanej przyszlej zrealizowanej wariancji
(Carr i Wu, 2006; CBOE, 2003)’. Modyfikacja indeksu uspojnita jego konstruk-
cje z konwencjami stosowanymi na rynku i umozliwita inwestorom efektywne
zabezpieczanie pozycji w zmiennosci. Co istotne, w indeksie VIX nie mozna
zajmowac pozycji bezposrednio — tj. nie jest mozliwe stworzenie instrumentu,
ktorego warto$¢ bytaby wyrazona poziomem VIX*. Od tego mankamentu wolne
sg jednak wprowadzone w 2004 r. przez CBOE kontrakty futures, ktore rozlicza
si¢ poprzez odniesienie do poziomu indeksu VIX w dniu wygasnigcia kontraktu.
Ceny kontraktow futures na VIX wyrazajg zatem oczekiwania uczestnikow rynku
co do zmiennosci S&P 500, jaka begdzie uwzgledniona w cenach 30-dniowych
opcji w terminie zapadalno$ci kontraktu. Ze wzgledu na brak mozliwosci zain-
westowania bezposrednio w VIX, to wiasnie kontrakty futures na VIX stanowig
instrument bazowy dla wprowadzonych w lutym 2006 r. opcji na VIX. Opcje te
majg charakter europejski (tj. nie mozna ich wykona¢ przed terminem) i sg rozli-
czane gotowkowo do wartosci indeksu VIX w dniu wygasnigcia, do ktorej zreszta
zbiega tez cena kontraktu futures na indeks VIX. Aktualnie dostepne sa opcje
jedynie na 6 kolejnych miesiecy, ale i tak opcje na VIX sg drugimi, po opcjach
na SPX, najbardziej ptynnymi opcjami kwotowanymi przez CBOE/CFE. Zreszta
mimo znacznie pézniejszego wprowadzenia i trudnych poczatkow opcje na VIX
juz teraz zaczynaja powoli dorownywac pod wzglgdem liczby otwartych kontrak-
tow opcjom na SPX (Wykres 1).

Skoro VIX jest miarg oczekiwanej zmiennosci SPX, to mozna oczekiwacé, ze
ceny opcji na oba indeksy beda ze soba Scisle powiagzane. Tradycyjne podejscie
do wyceny opcji (por. Black i Scholes 1973, Merton 1973 oraz Black 1976) jest
jednak w tym wypadku niewystarczajace. Model Blacka-Scholesa zaktada, ze

* Por. takze Jabtecki, Kokoszczynski, Sakowski, Slepaczuk, 1 Wojcik (2014), gdzie
obszerniej przedstawilismy histori¢ indeksu VIX, jego zwiazek w metodg wyceny
variance swapa i przeanalizowali$my pozytki z uwzglednienia pozycji na zmienno$¢

w portfelu inwestora.

Dzieje si¢ tak dlatego, ze VIX wyraza w kazdej chwili oczekiwang zmienno$¢ S&P 500
w ciggu kolejnego miesigca (od tej chwili). Jesli na przyktad kto§ otworzyltby pozycje
w jednomiesi¢cznym variance swapie, to po tygodniu zysk na takiej pozycji bylyby
roéwny sumie zysku (ew. straty) narostego w ciggu tygodnia i oczekiwanej zmiennosci
w ciaggu kolejnych 3 tygodni. Tymczasem VIX tego dnia wcigz wyrazalby oczekiwang
zmiennos$¢ w ciggu kolejnych 4 tygodni.

4
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ewolucja instrumentu bazowego S jest dana nastepujgcym rownaniem réznicz-
kowym:

dS;

= pdt + 0dZ,, (1)
St

gdzie o oznacza zmiennos¢ S, a Z proces Wienera. Poniewaz w indeksach SPX
i VIX nie da si¢ zaja¢ pozycji bezposrednio, prawdziwym instrumentem bazowym
jest kontrakt terminowy f;(.S), ktorego cena zbiega do ceny S. Wowczas cena
europejskiej opcji call na S z ceng wykonania K i terminem 7, C(K,T), jest rowna
wartosci biezacej E (max (S — K, 0)):

Ci(K,T) = exp(—r(T — ) [(S)N(ds) — KN(d-)], @)

gdzie r jest stopa wolng od ryzyka, N(-) jest dystrybuantg rozktadu normalne-
go, a

log(fi/K) £ La*(T — 1)
B oI —t ‘

)

+

Wykres 1. Liczba otwartych pozycji w kontraktach na zmiennos¢

min kontraktéw tys. kontraktow
30 500
I Opcje na SPX 450
25 Opcje na VIX 400
20 VIX futures (prawa o$) ‘ - 350
300
15 250
200
10 150
5 100
O Smer P >0
0

0

sty 08
sty 09
sty 10
sty 11
sty 12
sty 13
sty 14

Zrédto: dane Bloomberg, CBOE; obliczenia wlasne.

Wida¢ stad, ze kluczowym parametrem wyceny opcji jest zmiennos$¢ instru-
mentu bazowego 0. Poniewaz pozostate argumenty funkcji (2) sa znane lub bez-
posrednio obserwowalne na rynku, znajac C(K,T) mozna jednoznacznie ustali¢
odpowiadajacg jej zmiennos¢ — tzw. zmienno$¢ implikowang. Jedno z kluczowych
zatozen modelu Blacka-Scholesa méwito o tym, ze zmienno$¢ opisujaca dyfuzje
cen instrumentu bazowego S jest immanentng cechg tego instrumentu, a nie para-
metrow kontraktu opcyjnego. Innymi stowy, niezaleznie od terminu opcji ani cen



80 Juliusz Jablecki, Ryszard Kokoszczynski, Pawel Sakowski, Robert Slepaczuk, Piotr Wojcik

wykonania zwigzane z nimi zmiennos$ci powinny by¢ zawsze takie same — i to dla

kazdego instrumentu bazowego.

Wykres 2. Powierzchnia zmiennos$ci implikowanej z opcji na S&P 500

na dzien 30 stycznia 2014 r.
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Zrédto: dane Bloomberg, CBOE. W konstrukcji powierzchni zmiennosci dla cen wykonania ponizej aktualnego

poziomu S&P 500 wykorzystano opcje put i vice versa. Ze wzgledow prezentacyjnych odleglos¢ migdzy

czerweem i wrzesniem jest taka sama jak dla pojedynczych miesigcy.

Wykres 3. Powierzchnia zmiennos$ci implikowanej z opcji na VIX na dzien
30 stycznia 2014 r.
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Zrédto: dane Bloomberg, CBOE. W konstrukcji powierzchni zmiennosci dla cen wykonania ponizej aktualnego
poziomu VIX wykorzystano opcje put i vice versa. Ze wzgledéw prezentacyjnych odlegtos¢ migdzy czerwcem

i wrze$niem jest taka sama jak dla pojedynczych miesigcy.
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Tymczasem rzut oka na Wykresy 2 i 3 uzmystawia, jak dalekie od rzeczywi-
stosci jest to zatozenie. Wida¢ wyraznie, ze zmiennos$¢ implikowana opcji na SPX
i VIX nie jest stata, jak w modelu Blacka-Scholesa, lecz zmienia si¢ z poziomem
ceny wykonania (ang. strike) i terminem do zapadalnosci kontraktu, tworzac nie-
trywialng powierzchnig. Obserwowana na rynku zalezno$¢ zmienno$ci impliko-
wanej od terminu i ceny wykonania opcji sprawiaja, ze model Blacka-Scholesa
nie moze by¢ adekwatnym narzgdziem do wyceny opcji na SPX czy VIX — i mig-
dzy innymi ta wla$nie konstatacja doprowadzita do powstania bardziej wyrafino-
wanych metod wyceny (por. Gatheral 2008; Cont i Kokholm 2011; Lin i Chang
2010). Model Blacka-Scholesa stosowany jest jednak nadal, tyle ze gtownie jako
konwencja kwotowania cen. Wzajemna jednoznaczno$¢ odwzorowania pomig¢dzy
cenami opcji a ich zmienno$ciami implikowanymi i tatwos$¢ ustalenia pozosta-
tych parametrow wchodzacych do réwnania (2) doprowadzity bowiem z czasem
do wyksztatcenia si¢ na rynku praktyki podawania cen opcji wlasnie w jednost-
kach zmiennosci implikowane;j. Stad w dalszym ciggu naszym celem bedzie wia-
$nie zaproponowanie — w oparciu o intuicje wywiedzione z modeli teoretycznych
— kilku empirycznych prawidtowosci ksztattowania si¢ zmiennos$ci implikowanej
opcji na VIX. Na podstawie tych prawidtowosci mozliwe bedzie podanie ceny
opcji na VIX (w jednostkach zmiennos$ci implikowanej) dla dowolnego terminu
i ceny wykonania.

3. Prosty model wyceny opcji na VIX

Eleganckim teoretycznym wyjasnieniem obserwowanej empirycznie zaleznosci
zmienno$ci implikowanej od ceny wykonania i czasu do wygasnigcia opcji sa
modele zmienno$ci stochastycznej (Heston 1993; Hull i White 1987; por. takze
obszerne omowienie w Alexander 2009, s. 268-289). Zaletg tej klasy modeli — thu-
maczacg zapewne ich duza popularnos¢ — jest mozliwo$¢ odzwierciedlenia dobrze
udokumentowanych wlasnos$ci stop zwrotu, jak powrdt do $redniej (ang. mean
reversion) czy tendencja aby duze i male stopy zwrotu wystgpowaty w skupiskach
(ang. volatility clustering). Ponizej przedstawimy ogdlng posta¢ modelu zmienno-
$ci stochastycznej i na jego podstawie sformutujemy wnioski co do spodziewane;j
zalezno$ci pomigdzy zmiennoscig implikowang VIX a u$Smiechem zmiennos$ci —
tj. zalezno$cig pomiedzy zmienno$cig implikowang a ceng wykonania — w opcjach
na SPX. Nastgpnie — rowniez czerpigc z modeli teoretycznych — pokazemy, ze
zmienno$¢ implikowana ATM opcji na VIX zmniejsza si¢ wyktadniczo wraz
z terminem wygasni¢cia opcji. Wreszcie, wykorzystujac dane rynkowe, zapro-
ponujemy parametryzacje usmiechu zmiennosci opcji na VIX z wykorzystaniem
popularnego modelu zmiennosci stochastycznej SABR (Hagan, Kumar, Le$niew-
ski, i Woodward, 2002). Ostatecznie — w oparciu o uzyskane wyniki — pokazemy,
jak mozna oszacowac cene¢ opcji na VIX na podstawie obserwowanego na rynku
u$miechu zmienno$ci SPX.
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3.1 Korelacja u$miechu zmiennos$ci SPX i VIX

Formalnie u$miech zmiennos$ci definiuje si¢ jako pochodna funkcji zmiennosci
implikowanej wzglgdem ceny wykonania opcji lub jej stopnia ,,bycia w pienia-
dzu’”

Aby wyznaczy¢ usmiech zmiennosci trzeba wigc najpierw znalez¢ postaé
funkcyjng zmiennosci implikowanej Blacka-Scholesa przy zatozeniu, ze zmien-
no$¢ jako taka jest stochastyczna. Aby skonkretyzowac¢ problem, przyjmujemy
bardzo ogdlny model zmiennos$ci stochastycznej omawiany np. przez Wilmotta
(2006) czy Alexander (2009). W modelu postuluje si¢ nastepujaca zaleznos¢ po-
miedzy dynamikg instrumentu bazowego S, a jego wariancjg v,

dSt = MtStdt —+ \/EStde

dvy = avg)dt + ny/viB(ve)dZs, (4)
ledZQ = pdt,

gdzie y, to deterministyczny dryf stép zwrotu z S,, 17 to parametr nazywa-
ny zmiennoscig zmienno$ci, za$ a () i B (+) s3 dowolnymi funkcjami. Ostatni
warunek mowi o tym, Ze procesy instrumentu bazowego i wariancji majg sta-
13 korelacje p. W szczegdlnosci przy n = 0 uktad rownan (4) sprowadza si¢
do modelu Blacka-Scholesa. Dla utatwienia notacji model zmiennos$ci stocha-
stycznej wygodnie jest wyrazi¢ w jednostkach stopnia ,,bycia w pienigdzu” (ang.
log moneyness, x, = log(S,/K)’ przez zastosowanie nast¢pujgcej zamiany zmien-
nych:

* Por. np. Gatheral (2006). W literaturze pojecie usmiechu zmiennosci (ang. ,,volatility
smile”) uzywane jest w najszerszym sensie do opisu zalezno$ci pomigdzy zmiennoscig
implikowang a cenami wykonania przy danym czasie do wygasniecia opcji. Poniewaz
jednak dla poszczegdlnych rynkdéw zalezno$¢ nie zawsze przypomina petny uSmiech,
tylko raczej uSmieszek lub nawet grymas, uzywa si¢ tez niekiedy pojec ,,volatility skew”
lub ,,volatility smirk”. W szczegdlnosci w odniesieniu do S&P 500 mowi si¢ na ogot

o0 ,,volatility skew” 1 — wobec braku dobrego polskiego odpowiednika — bedziemy si¢
tym terminem postugiwa¢ zamiennie ponizej, majac jednak na mysli zawsze po prostu
usmiech zmiennosci, czyli zalezno$¢ zmiennosci implikowanej od ceny wykonania.
Modelowanie wariancji zamiast odchylenia standardowego jest w tym wypadku
podyktowane kwestig wygody; jak pokazuje Alexander 2009 za pomoca

lematu Ito, réwnanie dla wariancji postaci dV (t) = ...dt + £V (t)*dB(t)

jest rdwnowazne nastgpujagcemu rownaniu dla odchylenia standardowego

do(t) = ...dt + $€o(t)** Y dB(t). Stad np. Heston (1993) przedstawia swoj model
zmiennosci stochastycznej i dla wariancji, i dla odchylenia standardowego. Pamigtajac
o tym przeksztalceniu bedziemy wigc bez straty og6lnosci w dalszym ciggu pisac o
wariancji indeksu bazowego.

Ze wzgledu na brak dobrego odpowiednika w jezyku polskim, w dalszym ciggu
bedziemy uzywac angielskiego terminu ,,moneyness”.

6

7
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Ty = log (2) = log (Sf;rt> = log (g;) —rt ®)]

Woéwczas na mocy lematu Ito, w mierze neutralnej wobec ryzyka

1
d.I‘t = —§Ut + \/Ele (6)

Gatheral (2006) proponuje nastepujaca ortogonalizacjg procesow Wienera:

dZy = pdZy + /1 — p2dZ, (7)

przy dZydZ; =0. Stad, podstawiajac w roéwnaniu  wariancji
VodZy = dzy + 3 1 & = V1 — p?, otrzymujemy

= (vt + pn(un) [dey + gu] +onplo)VTazL @

Réwnanie (8) opisuje ewolucje natychmiastowej wariancji w czasie, przy
czym jedyny element losowosci, proces dZ;, jest nieskorelowany z losowym
czynnikiem w rownaniu instrumentu bazowego. Wciaz jednak posta¢ procesu wa-
riancji nie daje si¢ naturalnie przetozy¢ na zmiennos¢ implikowana z modelu Blac-
ka Scholesa. Na szczescie okazuje sie, ze zachodzi nastgpujacy fakt.

Fakt 1. Catkowita implikowana wariancja Blacka-Scholesa w modelu zmienno-
Sci implikowanej (4) moze by¢ z dokladnoscig do statej przyblizona rownaniem
ops(K,T) =~ 5 pnB(vo)zr.

Dowdd niniejszego faktu zostat oryginalnie przedstawiony przez Gatherala (2006).
Ponizej przedstawiamy jego glowne kroki. Zauwazmy przede wszystkim, ze dzig-
ki ortogonalizacji wyrazenie ¢13(vt)\/v:dZ1 w réwnaniu (8) znika pod wartoscia
oczekiwana, tj.

E(v + dvldz) = v + a(v)dt + pnB(v) [dx + gdt] : 9)

Jak wykazali niezaleznie Derman i Kani (1998) oraz Dupire (2004), warian-
cj¢ lokalng mozna wyrazi¢ jako warunkowa warto$¢ oczekiwang natychmiastowej
wariancji o’ (K, T)=E(vy|Sr = K). Tym samym dla wszystkich ¢ nieodlegtych
od czasu wygasniecia opcji 7 mamy w przyblizeniu:

Uloc(xv t) = E('Ut ’xT>
v

~ v + [a(vo) + pnﬁ(vo)g] t+ pnB(vo)z.
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Znajac posta¢ wariancji lokalnej, mozemy teraz wyznaczy¢ zmienno$¢ (wa-
riancj¢) implikowang Blacka-Scholesa jako catke z wariancji lokalnej po najbar-
dziej prawdopodobnej $ciezce T+ instrumentu bazowego od ceny instrumentu ba-
zowego w chwili ¢ do ceny wykonania w momencie wygasnigcia opcji 7. Okazuje
sie, T+ jest w przyblizeniu linig prosta (w przestrzeni logarytmicznej) o postaci
Tt & ¢ T7. Stad juz tatwo:

1 /7
U%S(K,T) %T/o Vioe (T, t)dt

1 (7
~ const + — / pn B (vo) T dt
T Jo

(10)
t + = / ' B(vo) ! dt
~ const + — Vo) =
T ), PP Vo 7T
1
= const + o pnfi(vo)zr,
gdzie wielokropek oznacza statg bez znaczenia dla dalszego wywodu. i
Skoro 0Bs (K, T) ~ ... + %PWﬁ(’UO)fET to pochodna jest dana jako
0 on
%U%S(l',t) = ? (UO). (11)

Poniewaz o ]23 s(,t) ma interpretacje nachylenia zmiennosci implikowanej w
funkcji moneyness, to tym samym otrzymali§my wazny wniosek.

Whiosek 2. W modelach zmiennosci stochastycznej usmiech zmiennosci instru-
mentu bazowego jest proporcjonalny do parametru 1, czyli ,,zmiennosSci zmien-
nosci”.

Przenoszac ten wynik na obszar naszej analizy, mozemy si¢ spodziewac,
ze u$miech zmienno$ci w opcjach na SPX bedzie skorelowany ze zmienno-
$cig zmiennos$ci SPX. Z kolei poniewaz sama zmienno$¢ zmiennosci powinna
by¢ skorelowana ze zmienno$cig implikowana VIX, to ostatecznie na podsta-
wie ogdlnego modelu teoretycznego otrzymujemy testowalng hipoteze, ze
zmienno$¢ implikowana VIX powinna by¢ skorelowana z u§miechem zmienno-
$ci SPX.

Aby zweryfikowa¢ te hipotezg oszacowalismy prostg regresje liniowa zmien-
nos$ci implikowanej z opcji na VIX na usmiech zmienno$ci implikowanej w opcjach
na SPX. Zmienno$¢ implikowang VIX sparametryzowali$my jako interpolowana
jednomiesieczng zmienno$¢ implikowang ATM. Z kolei usmiech zmienno$ci SPX
(SPX skew) definiujemy jako réznic¢ jednomiesigcznych zmienno$ci implikowa-
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nych z opcji o cenach wykonania odpowiadajacych 90% i 120% ATMF, ktore wy-
daja si¢ dos¢ ptynne. Do estymacji regresji uzyli$my danych dziennych z serwisu
Bloomberg za okres od stycznia 2010 r. do konca grudnia 2013 r. Wyniki przed-
stawia Wykres 4. Dopasowana zalezno$¢ pomi¢dzy jednomiesi¢czng zmiennoscig
implikowang VIX (1M) a usmiechem zmienno$ci z opcji na SPX o analogicznym
terminie wydaje si¢ dos¢ dobra (R’ = 0,66), w szczegolnosci w relacji do obserwo-
wanego na rynku spreadu bid-ask. Na przyktad 30 grudnia 2013 r. przewidywana
warto$¢ VIX ATM IV wyniosta 0,59 wobec 0,54 na rynku, przy spreadzie ask-bid
ok. 6 pkt. proc.

Wykres 4. Zalezno$¢ zmiennos$ci implikowanej VIX od uSmiechu zmiennosci
SPX (styczen 2010 r.-grudzien 2013 r.)

180 -
y=4,1434x+ 36,039
160 - R*=0,6649 o ¢
140
2 120 -

100 -

VIXIMATM
o »
© o

[
Qo O
1 1

o

SPX skew

Zrédto: dane Bloomberg, oprac. whasne. Uwaga: jako referencyjny przyjelismy termin 1M, co wymagato inter-
polacji obserwowanych na rynku zmienno$ci implikowanych o réznych terminach do wygasnigcia. SPX skew
jest zdefiniowany jako réznica jednomiesigcznych zmiennosci implikowanych dla poziomow strike 120% i 90%
wzgledem ATMF. Dopasowana metoda MNK zalaezno$¢ ma posta¢ VIX 1M 1V=4,1434xSPX skew+36,039
przy R’=0,6649.

3.2 Struktura terminowa zmiennoS$ci implikowanej

W sekeji 3.1 wykazali$my istnienie silnej korelacji pomi¢dzy u§miechem zmien-
nosci SPX a jednomiesi¢czng zmiennoscig implikowang VIX ATM. Wynik ten
pozwala juz “wyceni¢” opcje na VIX, ale tylko te o terminie 1M i cenie wykonania
rownej kursowi terminowemu. Aby moc wyceniaé dowolng opcje waniliowag na
VIX konieczne jest sparametryzowanie catej powierzchni zmiennosci — tj. powia-
zanie SPX skew ze zmienno$ciami implikowanymi o innych terminach i dla in-
nych poziomow strike. Ponizej zaproponujemy wigc naturalny model dla struktury
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terminowej zmienno$ci implikowanej VIX ATM, a w kolejnej sekcji przedstawi-
my parametryzacj¢ usmiechu zmiennosci VIX.

Bez przyjecia konkretnych zatozen na temat funkcji a (+) 1 B (¢) trudno jest
sformutowa¢ posta¢ analityczng struktury terminowej zmienno$ci implikowanej.
Poniewaz jednak naszym celem nie jest budowa formalnego modelu wyceny sensu
stricto, a jedynie wyprowadzenie ugruntowanych teoretycznie intuicji empirycznych,
w dalszym ciggu rozwazamy uszczegétowienie modelu (4) do popularnej i czgsto
wykorzystywanej postaci Coxa-Ingersolla-Rossa . za(v) = A0 — v)if(v) =1
(por. Cox, Ingersoll Jr, i Ross 1985). Parametr © > 0 okresla dtugoterminowa Srednig
zmiennosci, a A > 0 szybko$¢ powrotu natychmiastowej wariancji do v.°

Roéwnanie (8) przyjmuje zatem postac:

1 _
dvy = AN(v —v)dt + pn {dmt + 2%] + ¢ony/vdZ;. (12)

Bezwarunkowa warto$¢ oczekiwana natychmiastowej wariancji w chwili ¢
ma posta¢ v, = (vo — 0) exp(—At) + 0. Catkowita wariancja «w(f) zrealizowana
do czasu ¢ bedzie wigc po prostu catkg z wariancji natychmiastowych:

t
1— —
wy = / vsds = (vo — ) GX;)(M) v (13)
0

Gatheral (2006) pokazuje, ze analogiczng - malejagca wyktadniczo - postac
bedzie miala zmienno$¢ implikowana Blacka-Scholesa, wyznaczona przez scat-
kowanie wariancji lokalnej po najbardziej prawdopodobnej Sciezce instrumentu
bazowego od wartosci poczatkowej do wartosci w chwili 7.

Biorgc zatem pod uwagg przedstawione wyzej argumenty teoretyczne, natural-
ne wydaje si¢ zalozenie, ze zmienno$¢ implikowana ATM w dowolnym terminie
wyraza si¢ nastepujacym roéwnaniem

o(t) =3 + (o1 (t) — X)eMM—A (14)

gdzie X jest dlugookresowa wartoscig srednig, a A szybkos$cia, z jaka zbiega
do niej o(¢). Poniewaz w naszym przypadku punktem odniesienia jest zmienno$¢
jednomiesi¢czna o0y, (0oszacowana w oparciu o SPX 1M skew, por. Wykres 4, to
wlasnie ona pelni role parametru v, wystepujacego w rownaniu (13). Parametry
31 A zostaty oszacowane na podstawie minimalizacji btedu Sredniokwadratowego
z dopasowania rownania (14) do szeregéw czasowych zmienno$ci implikowanej
VIX ATM 1M, 2M i 3M od stycznia 2010 r. do konca grudnia 2013 r. (dane dzien-

® U Coxa, Ingersolla i Rossa proces tej postaci stuzy do modelowania struktury
terminowe;j stop procentowych. Heston (1993) zastosowat ten sam typ rownania
w modelu dynamiki zmiennosci.
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ne). Oszacowane wartoéci parametrow wynosza > =0,45 1 A =3,8. Sredni btad
oszacowania (w warto$ci bezwzglednej) wyniost 2,3 pkt. proc. dla zmienno$ci 2M
i 2,7 pkt. proc. dla zmiennosci 3M, czyli mniej niz $redni spread ask-bid. Wykres
5 przedstawia wartosci empiryczne trzymiesi¢cznej zmiennosci implikowanej na
tle warto$ci dopasowanych na podstawie modelu.

Wykres 5. Wartosci empiryczne VIX ATM 3M 1V i dopasowane
na podstawie modelu: o(?) = 0,45 + o) exp(3,8 x 1M-t)).

1,4
—\/IX ATM IV 3M

12 VIX ATM IV 3M fit

1

0.8 i'\\ﬂ — IH‘W ﬂ !

0,6 1l v i AN RR o
y L-,” "\Wt \"M / Q.V U L;‘[\

0,4 <

0,2

0 T T T
23-lut-10 23-lut-11 23-lut-12 23-lut-13

Zrédto: dane Bloomberg, oprac. whasne.

3.3.Usmiech zmiennosci VIX

Wyniki dwoéch poprzednich sekcji pozwalaja powigza¢ obserwowany na rynku
usmiech zmienno$ci SPX ze zmiennoscia implikowang VIX ATM o dowolnym
terminie. Ostatnim krokiem do petnego sparametryzowania powierzchni zmien-
nosci VIX jest wiec opis zmiennosci implikowanej VIX w funkcji ceny wykona-
nia. Wygodnym narzedziem do tego celu jest model usmiechu zmiennosci SABR
(Hagan, Kumar, Lesniewski, Woodward, 2002), w ktorym dynamika instrumen-
tu bazowego, kontraktu futures f; zapadajacego w T, jest opisana nastepujacymi
réwnaniami’:

° Hagan, Kumar, Le$niewski, Woodward, (2002) oznaczyli zmienno$¢ przez « i akronim
SABR mial oznaczaé “stochastic alpha-beta-rho”, tj. zmiennos¢ stochastyczna o
sparametryzowana przez f3 i p — korelacje z instrumentem bazowym. Poniewaz jednak
wyksztalcita si¢ dos¢ dluga tradycja oznaczania zmiennosci litera o, w dalszym ciagu
pozwalamy sobie zmodyfikowa¢ oryginalng notacje Hagana i in.
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a = ()" ol az!
dol =nToldawl (15)
dzlawl = pdt
Zgodnie z konwencja przyjeta wyzej, 17 0znacza zmienno$¢ zmiennosci, a p jest
statym wspodtczynnikiem korelacji procesow dZ i dW. W modelu 1 p okreélaja na-
chylenie krzywej zmiennosci. W szczegdlnym przypadku, gdy = 0, (15) redukuje
si¢ do modelu Bacheliera dla instrumentu bazowego (ze zmiennoscig stochastycz-
ng), z kolei dla =1 otrzymujemy lognormalng dynamike instrumentu bazowego
znang z modelu Blacka-Scholesa. Réwnania (15) s3 wyrazone w odpowiedniej mie-
rze martyngatowej, w ktorej stopa terminowa jest pozbawiona dryfu. Z zatozenia
SABR opisuje krzywa zmienno$ci implikowanych w funkcji ceny wykonania dla
ustalonego terminu kontraktu futures 7. Innymi stowy, parametry S, p, n sa wiel-
ko$ciami statymi, wlasciwymi dla danego terminu wygasnigcia kontraktu futures,
co usprawiedliwia zastosowanie przez nas indeksu gornego T'w rownaniach (15)".
W tym sensie SABR nie jest modelem calej powierzchni zmiennosci, lecz raczej
usmiechow zmiennosci dla poszczegolnych T — dla kazdego terminu 7 nalezy bo-
wiem dopasowac odrgbng krzywa o' (K) scharakteryzowang przez parametry (f7,
p', n"). Jak przekonuja Rebonato, McKay, White (2011), nie $wiadczy to wcale o defek-
cie modelu SABR, ktoéry mozna traktowac jako swoiste narzedzie do implikowania
parametrow (S, p', n') bardziej ogoélnego modelu powierzchni zmiennosci.
Bezsprzeczna zaleta SABR jest natomiast mozliwo$¢ analitycznego wyprowa-
dzenia zmiennos$ci implikowanej w funkcji ceny wykonania, tj. mozliwo$¢ wypro-
wadzenia wzoru na usmiech zmiennosci. Jak pokazuja Hagan, Kumar, Lesniew-
ski, 1 Woodward (2002) cena europejskiej opcji call wyraza si¢ wzorem Blacka:

Cy = exp(—1T) [fiN(ds) — KN(d_)]. (16)

przy
log(f/K) £ 305T

NG (17)

i zmienno$ci implikowanej o g (f, K), ktéra wyraza si¢ wzorem'"

os(f, K) =

g z

(fK)(- ﬁ)/2{1+ OB 1062(f/K) + S22 logh (F/K) + ... Xz

1920

(f
(1-p)? o? 1 pbno 2 — 3p?
’{H [ 24 (UK P AK)0 PR 21 "2} T+"'}

(18)

' Por. tez obszerne omdéwienie technicznych aspektow modelu SABR w Rebonato,
McKay, White (2011).

"' Ponizsze wzory zostaly wyprowadzone technikg perturbacji. Ze wzgledow
prezentacyjnych pomini¢to wyrazenia nieistotne, ktérych uwzglednienie zmniejszyltoby
btad dopasowania maksymalnie o rzad punktu bazowego.
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Dodatkowo z = 2 (fK)3=)/210g(f/K) oraz
x(z) = log ( 1—2pz+222+2— P> —log(1 — p). W szczeg6lnym przy-
padku zmiennosci implikowanej dla opcji ATM otrzymujemy

1-6)? o> | 1pB 2—3p?
(TATM:fiB {1+[( 24) fi%@ 1/}1?; 24/) nQ]TJr...} (19)

Ogolnie rzecz biorac, kalibracja modelu SABR polega na znalezieniu takiej
kombinacji parametrow o, 3, p, 1, aby dla danych T oraz f/K zmienno$ci impliko-
wane wyznaczone zgodnie ze wzorem (18) roznity si¢ mozliwie najmniej od tych
obserwowanych na rynku. Poniewaz, jak pokazujg Hagan, Kumar, Lesniewski,
Woodward (2002), do tych samych danych mozna z rownym powodzeniem skali-
browac usmiechy z r6znymi wartosciami [, oszacowanie tego parametru powinno
by¢ niezalezne od samej kalibracji. Mozna na przyktad estymowac 8 na podstawie
regresji liniowej, korzystajgc z faktu, ze po obustronnym zlogarytmowaniu (19)
otrzymuje si¢

log(oara) ~ log(o) — (1 — ) log(f)

Bioragc pod uwagg stabilno$¢ rozwigzan numerycznych i argumenty teoretycz-
ne przemawiajace za tym, ze zmienno$¢ powinna mie¢ rozktad zblizony do lo-
gnormalnego przyjmujemy w dalszym ciggu = 0,999" Kolejne etapy kalibracji
przebiegatly nastepujaco:

— dla danego T znajdujemy rynkowg zmiennos$¢ implikowang o o "

—na podstawie 0 o1 s oraz T rozwigzujemy rownanie (19) ze wzgledu na o”;

— pozostale dwa parametry p i 1 wyznaczamy numerycznie na podstawie na-

stepujacego warunku (p”.n") = argmin, > [of — op(f, Ki, 0™, p,n)]* gdzie of' to
rynkowa zmiennos¢ implikowana.

Procedure t¢ powtarzamy dla wszystkich kwotowanych na rynku terminow
wygasni¢cia opcji. Na 31 grudnia 2013 r. bylo to 6 kontraktéw: opcje stycznio-
we (22 dni), lutowe (50 dni), marcowe (77 dni), kwietniowe (106 dni), majowe
(141 dni) i czerwcowe (169 dni). Przyktadowa kalibracj¢ dla opcji z terminem
22 stycznia 2014 przedstawia Wykres 6.

" Parametr 3 nie moze by¢ rowny 1 ze wzgledu na stabilno$¢é numeryczng estymacji.
" W wypadkach kiedy 0 AT M nie jest dostepne, interpolujemy dostepne zmiennosci
metoda cubic splines opisang np. w Hagan i West (2008).
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Wykres 6. Dopasowanie modelu SABR do opcji na VIX na styczen 2014 r.

(22 dni)
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Zrédto: Oprac. whasne. Na osi odcigtych cena wykonania podana w jednostkach k/100.
Uwaga: zmienno$¢ implikowana SABR sparametryzowana przez o= 0,411, 8= 0,999,p = 0,666,1 =3,644.

Jak wida¢, dopasowanie modelu jest bardzo dobre. Co ciekawe parametr o nie zmie-
nia si¢ istotnie w zalezno$ci od terminu opcji, natomiast wartos¢ v wydaje si¢ zmniej-
sza¢ potegowo z T jak ~0,57°”. Oba wyniki sg zblizone do tych otrzymanych przez
Gatherala (2008). L.aczac wszystkie otrzymane dotychczas wyniki mozemy juz w pehni
sparametryzowa¢ powierzchni¢ zmiennosci VIX:

Fakt 3. Dla dowolnego T, powierzchnia zmiennosci VIX daje si¢ sparametryzo-
wac przez nastepujgcy zestaw parametrow:

Whiosek 4.

UATM =4,6 Xx SPX 1M skewgy_ 120+29 7

O-ETM — 0745 + (UATM 0 45) 65T
BT =0,999
T=0,71
T=05xT7%7
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Wykres 7. Zmienno$ci implikowane teoretyczne na tle rynkowych dla opcji
na VIX 31 grudnia 2013 r. z terminem 19 lutego 2014 r.
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1,4 @ﬁ
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1
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08 A Theoreticalimplied vola
0,6
0,4 T )
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Zrodto: dane rynkowe Bloomberg, oprac. wlasne. Na osi odcietych cena wykonania podana w jednostkach
k/100. Uwaga: IV bid, IV ask i IV (model) oznaczaja odpowiednio zmienno$¢ implikowana bid, ask i teoretycz-
ng, obliczong na podstawie modelu.

Wykorzystujac formuty przedstawione we Wniosku 2 mozemy otrzymac war-
tosci zmiennosci implikowanych dla dowolnego terminu i poziomu strike. Inaczej
moéwiace, Wniosek 2 pozwala wyceni¢ dowolng opcje¢ na VIX. Wykresy 7 i 8 przed-
stawiaja obliczone w ten sposob teoretyczne warto$ci zmiennosci implikowanych
opcji na VIX dla dwoch réznych dat (6 czerwca 2013 r. 1 31 grudnia 2013 r.)
i dwoch terminéw (odpowiednio 104 dni i 50 dni). Jak wida¢, ceny teoretyczne sa
w obu wypadkach zblizone do rynkowych, a dla opcji o krétszym terminie (50 dni)
mieszczg si¢ nawet w przedziale cen bid-ask.

4. Podsumowanie

Celem niniejszego artykutu bylo znalezienie kilku ugruntowanych w teorii, ale ta-
twych do praktycznej implementacji, regut kciuka, ktore pozwalatyby na parame-
tryzacje¢ powierzchni zmiennosci VIX. Przedstawione przez nas reguly opierajg si¢
na zwigzku u$miechu zmienno$ci S&P 500 ze zmiennoscig VIX i mimo swej pro-
stoty pozwalaja z do$¢ dobra doktadnoscig otrzymac ceny zblizone do tych kwo-
towanych na rynku. Oczywiscie zaproponowane przez nas rozwigzanie nie moze
by¢ substytutem pelnego formalnego modelu wyceny opcji na VIX. Jest ono raczej
rodzajem praktycznego ,,kalkulatora”, ktory na podstawie cen bardziej ptynnych
instrumentow (opcje na S&P 500) przybliza ceny instrumentéw mniej ptynnych.
Z tej perspektywy naturalnym zastosowaniem zaproponowanej powyzej metody
byltaby parametryzacja powierzchni zmiennosci i wycena opcji mniej ptynnych niz
te na VIX — np. uruchomionych 4 lata temu opcji na europejski indeks zmiennosci
VSTOXX. Dotychczasowe wyniki mozna by tez poglebi¢ od strony teoretycznej,



92 Juliusz Jablecki, Ryszard Kokoszczynski, Pawel Sakowski, Robert S‘lepaczuk, Piotr Wojcik

podejmujac probe lepszego opisu struktury terminowej zmiennos$ci zmiennos$ci
n w modelach stochastycznych. Jak argumentowalismy wyzej, wybor przyjetej
formy funkcyjnej n(7) =0,57"" znajduje czeSciowe oparcie w literaturze, jednak
nalezy pamigtac, ze zostat uzyskany na bardzo niewielkiej probie obserwacji (ak-
tualnie kwotowanych jest tylko 6 terminow dla opcji na VIX). Bardziej precyzyjne
zbadanie struktury terminowej 1 pozwoliloby ugruntowa¢ uniwersalnos¢ naszych
dotychczasowych wstepnych wynikow.

Wykres 8. ZmiennoS$ci implikowane teoretyczne na tle rynkowych dla opcji
na VIX 6 czerwca 2013 r. z terminem 18 wrzesnia 2013 r.

1,0

0,9

0,8

0,7 IV bid

WV ask
0,6

A IV (model)

0,5

0,4 T .
- 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

VIX/100

T T 1

Zrédto: dane rynkowe Bloomberg, oprac. wlasne. Na osi odcietych cena wykonania podana w jednostkach
k/100. Uwaga: IV bid, IV ask i IV (model) oznaczaja odpowiednio zmienno$¢ implikowana bid, ask i teoretycz-
ng, obliczong na podstawie modelu.
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