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Wstep

Fizyka, ekonomia i matematyka to dziedziny nauki, ktére w wyniku po-
lagczenia zaowocowaly powstaniem interdyscyplinarnej w ostatnich latach
preznie rozwijajacej sie dyscypliny naukowej zwanej ekonofizykq. Jest to
dziedzina, ktéra wykorzystuje wielkie do$wiadczenie i narzedzia fizyki dla
potrzeb wyjasniania i modelowania szeroko rozumianych zjawisk ekonomicz-
nych. Rynki finansowe oferuja niezwykle bogatg baze danych i generujg wie-
le interesujacych zjawisk, ktore obecnie stanowig wielkie wyzwanie takze dla
fizykow. Swiat finanséw, bedacy jednym z najbardziej ztozonych, samoorga-
nizujacych sie systemow, stawia wiele interesujgcych pytan, na ktoére fizyka
w ostatnich latach stara sie odpowiedzieé. Nalezy jednak pamietaé, ze zwig-
zek miedzy fizyka a ekonomig zaczatl sie o wiele wczeSniej. Pierwsze prace
naukowe pojawily sie juz na przetomie XIX i XX wieku, kiedy to L. Bachelier
[1900] w 1900 roku zaproponowat pierwszy model dynamiki cen akcji, ktory —
jak sie pézniej okazalo — byt analogiczny do modelu opisujacego stochastycz-
ny ruch czastki Browna, czyli tzw. klasyeczny ruch Browna lub ruch Wiene-
ra-Browna. I choé¢ dzis§ wiemy, ze model ten nie opisuje w pelni dynamiki ryn-
ku gieldowego, to jednak stanowil on duzy wklad do powstania i rozwoju
matematyki finansowej i ekonofizyki. Niedoskonalo$cig modelu opartego na
bladzeniu przypadkowym okazalo sie zalozenie, ze rozkiady prawdopodo-
bienstwa fluktuacji cen akcji podlegaja rozkladowi Gaussa. Dzi$§ wiemy, ze
empiryczne rozktady majg czesto znacznie grubsze ogony, ktére dla relatyw-
nie duzych zdarzen spelniajg prawa potegowe [Drozdz i in., 2003; Mantegna,
Stanley, 1995; Gopikrishnan i in., 1999, Plerou i in., 1999; Gopikrishnan i in.,
1998].

Koncepcje rozktadéw potegowych zapoczatkowal wloski ekonomista i so-
cjologV. Pareto, ktory zaproponowat je do statystycznego opisu zjawisk socjo-
logicznych [Pareto, 1897]. Kolejne lata pokazaly jednak ich zastosowanie
w ekonomii — potegowe rozkltady Levy’ego [1925] oraz ich aplikowanie do rze-
czywistych fluktuacji finansowych przez B. Mandelbrota [1963]. Wiadomo
jednak, ze rozkiady Levy’ego rowniez nie do konca odzwierciedlaja nature
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rynkéw finansowych, dla ktérych wspétczynnik skalujgcy ogony ich rozkta-
dow lezy poza stabilnym obszarem Levy’ego. Skoro ani rozkiad Gaussa, ani
rozklady Levy’ego nie pasujg do rzeczywistych rozkladéw stép zwrotu po-
jawia sie pytanie, czy istnieja rozktady, ktére zadowalajgco opisywalyby fluk-
tuacje finansowe? Uzyteczna okazuje sie tu teoria nieekstensywnej mechani-
ki statystycznej, ktéra w sposéb naturalny prowadzi do nowej klasy rozktadow
zwanych g-Gaussianami [Tsallis, 1988; Tsallis i in., 1998; Tsallis i in., 2003;
Osorio i in., 2004].

1. Od ruchow Browna do fluktuacji finansowych

W 1827 roku brytyjski biolog Robert Brown obserwujac przez mikroskop
pylki kwiatowe w zawiesinie wodnej, dostrzegl, iz znajdujg sie one w nie-
ustannym, chaotycznym ruchu. Niemal 80 lat pdézniej A. Einstein [1905]
i M. Smoluchowski [1906] dokonali niezaleznie matematycznego opisu tego
typu zjawiska.

Jednak wczes$niej, bo 1900 roku, Louis Bachelier w swojej pracy doktor-
skiej z matematyki pt. Teoria spekulacji, zaproponowal pewien teoretyczny
model procesu stochastycznego majacy opisywacé zachowanie fluktuacji akeji
na gieldzie paryskiej [Bachelier, 1900]. Po sze$édziesieciu latach odkryto na
nowo jego prace i okazalo sie, ze rownania, ktéore przedstawil opisywaty
ruchy Browna.

W kolejnych latach zaproponowano bardziej ogélng postaé tego ruchu,
tzw. utamkowy ruch Browna (ang. FBM) lub inaczej utamkowy szum gaussow-
ski [Muzy i in., 1994]. Procesy tego typu — oznaczmy je By(t) — sg procesami
gaussowskimi o zadanym parametrze H € (0, 1), wartoSci Sredniej rownej zero
oraz kowariancji

2
Cov(By (1, ); By (t,)) = %(tIZH —[t, — [ + tiH) (1)

Parametr H nazywany wyktadnikiem Hursta [Hurst, 1951] wprowadza duze
uogoblnienie do procesu Browna. Mozna wyrézni¢ tu nastepujgce charaktery-
styczne przedzialy H:

e gdy H € (0,5, 1), to szereg czasowy odznacza sie dodatnig persystencja
(korelacja),

e gdy H < (0, 0,5), to szereg czasowy odznacza sie ujemna persystencja, (anty-
persystencja — antykorelacjg)

e szczegbdlnym przypadkiem tego uogoélnionego ruchu jest ruch bez jakich-
kolwiek korelacji, tzw. klasyczny ruch Browna (nazywany rowniez ruchem
Browna-Wienera) — wystepuje on gdy H = 0,5.

Na rysunku 1. zestawiono ruch Browna z rzeczywistymi danymi finanso-
wymi.

Patrzac na ponizszy rysunek, widzimy, ze wykresy jakoSciowo sg do siebie
bardzo podobne. Ale gdy popatrzymy na wartosSci skokéw ruchéw Browna
(réznice pomiedzy dwoma kolejnymi ruchami) i zestawimy je z fluktuacjami
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stoép zwrotu danych rzeczywistych zauwazymy znaczgce réznice. Widzimy, ze
w serii danych finansowych stosunkowo czesto pojawiajg sie wartoSci wiek-
sze od 5, a czasem i znacznie wieksze. W ruchu Browna tak duze skoki sg prak-
tycznie niemozliwe.
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Zestawienie ruchu Browna (panel géorny) z danymi indeksu Dow Jones (panel dolny)

Z perspektywy dynamiki finanséw proces stochastyczny opisany powyzej
(wzor (1)) ma miedzy innymi jedno zasadnicze uproszczenie — zakltada gaus-
sowskie rozktady prawdopodobienstwa, co generalnie nie jest zgodne z rze-
czywistymi obserwacjami. Dlatego w kolejnych latach podejmowano proéby
zastapienia ruchu Browna — prowadzacego do rozkladu normalnego — alter-
natywnymi procesami stabilnymi, ktére dla réznych instrumentéw finanso-
wych lepiej odzwierciedlaly rozktady logarytmicznych stép zwrotu.

W 1963 roku Mandelbrot po wnikliwej analizie cen akcji bawelny zauwa-
zyl, ze empiryczne rozklady dajg duzo grubsze ogony niz rozklad Gaussa
[Mandelbrot, 1963]. Oznaczalo to, ze bardzo rzadkie zdarzenia z punktu widze-
nia rozkladu normalnego, wystepuja z duzo wiekszym prawdopodobien-
stwem w rzeczywistych obserwacjach. Dlatego zaproponowal on zastosowa-
nie tzw. a-stabilnych rozktadow Levy’ego.
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Wartosci ,,skokow” dla ruchéw Browna (panel gorny) i danych rzeczywistych (panel dolny)

Proces stochastyczny L(t) nazywamy a-stabilnym ruchem Levy’ego (lotem
Levy’ego) jezeli przyrosty L(At) = L(t) — L(p) dla 0 < ¢ < t sg niezalezne, a ich
rozktad gestoSci prawdopodobienstwa jest a-stabilnym rozkladem Levy’ego:

L(x; (t— o)) = 2i Tef(”)‘k‘“ cos(kx)dk
T —00

gdzie o € (0, 2] jest parametrem stabilnos$ci i decyduje o grubos$ci ogonéw roz-
ktadu. Stosujgc nastepujace rozwiniecie asymptotyczne:

. (=) (t-9)" . (man)

Lo (6 9)) = Y20 (1 ma)sinl T

dostrzegamy, ze pierwszy i wiodgcy czton tego rozwiniecia dla x >> 1 ma
postac:

L(x) ~ r 1+

Rozktad Levy’ego jest na tyle ogélnym rozkiadem, ze moze przyjmowac po-
staé rozktadu Gaussa (dla « = 2), rozktadu Cauchy’ego (dla oo = 1) oraz inne,
posSrednie zaleznie od parametru .

Z powyzszych wlasnoSci rozkiadu Levy’ego wnioskujemy, ze rozktad ten
nie moze odzwierciedlaé¢ rozkladow fluktuacji finansowych. Dla rzeczywi-
stych danych (zostanie to pokazane w kolejnym rozdziale) skalowanie ogonéw
z o = 3 jest juz w obszarze zabronionym dla rozktadu Levy’ego.

2. Rozklady prawdopodobienstw stop zwrotu
Wilasnosci statystyczne fluktuacji finansowych na réznych skalach czaso-
wych odgrywaja jedng z najwazniejszych rél w modelowaniu rynkéw finanso-
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wych, a ich skwantyfikowane wlasno$ci sg jednym z najciekawszych zagad-
nien fizyki i ekonomii.

Rozpatrzmy szereg czasowy W(t) reprezentujacy warto$é¢é indeksu lub
spo6tki w czasie t. R zdefiniowane przez nastepujacg formutle:

R = R(t, At) = InW( + At) - InW(?)

nazywane jest logarytmiczng stopa zwrotu (ang. return). W kolejnym kroku
normalizujemy stopy zwrotu:

R—(R
r=1(t, At) = 7< )r
1%
gdzie v = v(At) jest odchyleniem standardowym stép zwrotu w czasie T,

V2 = <R2>T — <R>2T i(.), jest$rednia poT.
Na rysunku 3. pokazano znormalizowane stopy zwrotu r dla At = 1 min.

0 100 000 200 000 300 000 400 000 500 000
Czas [min]

Fluktuacje znormalizowanych, jednominutowych stép zwrotu indeksu WIG20 od 04.01.1999
do 31.10.2005

Jak zmienia sie charakter rozktadow stop zwrotu indeksu WIG20, podczas
gdy zwiekszamy parametr At, pokazano na rysunku 4. Przedstawiono na nim
rozktady moduléw, analizowane tu fluktuacje sg bowiem z dobrym przyblize-
niem symetryczne. Wykresy przedstawione sg w skali log-log, poniewaz wte-
dy mozemy bardzo wyraznie widzie¢ zachowanie sie ogonéw rozkiladow,
a zwlaszcza identyfikowaé rzadkie zdarzenia, ktéore majg istotny wplyw na
dynamike fluktuacji stop zwrotu.

W szezegdblnosSci obserwujemy potegowe skalowanie sie tzw. ogondéw roz-
ktadow

P(r >x) ~x©

zgodne z odwrotnym prawem kubicznym, dla ktérego o = 3.
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Skumulowane rozklady modutéw znormalizowanych stop zwrotu indeksu WIG20 notowanego
w okresie od 04.01.1999 do 31.10.2005 dla réznych skal czasowych At = {1, 2, 4, 8, 16, 32, 60}
Na wykresie skale czasowe oznaczono symbolami graficznymi. Linia przerywana odpowiada
skumulowanemu rozkladowi Gaussa.

Rozktady, ktore spelniajg to prawo, majg skonczony drugi moment (w tym
przypadku probka ma skonczong diugosé), sg wiec rozkladami niestabilnymi
w sensie Levy’ego. Cho¢ charakter rozkladéw zmienia sie wraz ze wzrostem
skali czasowej, to nawet dla 60 minut rozkiad ciggle odlegly jest od rozkiadu
Gaussa.

Rodzisie kolejne pytanie: o charakter rozktadu prawdopodobienstwa spo6-
tek tworzacych dany indeks.

Laczny (Sredni) rozklad dla 29 spolek przedstawiono na rysunku 5. Pokaza-
no na nim takze rozklady dla trzech skal czasowych 10, 120 i 1020 minut.
Widaé¢, ze dla skali 10 minutowej (podobnie jak bylo to dla catego indeksu
WIG20) spelnione jest w przyblizeniu odwrotne prawo kubiczne, tzn. ogony
rozkladéw podlegaja skalowaniu z parametrem o = 3.

Polski rynek powszechnie uwazany jest za rynek wschodzacey, choé¢ defini-
cja takiego rynku nie jest do konca sprecyzowana. Czesto za rynki wscho-
dzace uwaza sie miode gieldy. Innym kryterium jest kapitalizacja. To jednak
budzi pewne zastrzezenia, bo np. na gieldzie indyjskiej, cho¢ miodej i z tego
punktu widzenia uznawanej za rynek wschodzgcy, kapitalizacja jest obecnie
jedna z najwiekszych na $wiecie.
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Laczne (Srednie) skumulowane rozklady moduléw znormalizowanych logarytmicznych
stop zwrotu 29 najwiekszych firm notowanych od 17.11.2000 do 30.06.2005

dla trzech skal czasowych (10 min, 120 min i 1020 min)

Linia przerywana reprezentuje rozktad Gaussa.
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Skumulowane rozkiady modutow znormalizowanych stop zwrotu dla 1000 spéfek indeksow
NYSE i NASDAQ notowanych w latach 1998-1999
Pokazano rozkiady dla réznych skal czasowych At = {1, 4, 16, 60, 120, 240 min, 1, 2, 4, 8 dni}.

Okazuje sie jednak, ze nasz rodzimy rynek posiada cechy obydwu tych ryn-
kéw oraz inne, nietypowe dla zadnego z nich [Rak, 2008]. Jedna z cech typo-
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wych takze dla gietd ustanowionych sg wla$nie rozklady prawdopodobien-
stwa stép zwrotu. Na rysunku 6. przedstawiono rozklady prawdopodobienstw
dla 1000 najwiekszych spoétek indeksu NASDAQ i NYSE. Wyniki te pokazuja,
ze — podobnie jak dla polskiego rynku — ogony rozktadow dla najkrétszych
skal czasowych spelniajg odwrotne prawo kubiczne.

3. Nieekstensywnos¢ fluktuacji finansowych

W poprzednim rozdziale pokazano, ze rozkiad prawdopodobienstwa znor-
malizowanych stép zwrotu nie jest ani rozkladem Levy’ego ani rozkiadem
Gaussa. Pogladowe zestawienie tych rozkiadéw pokazano na rysunku 7.

Lf=r=sm e =
101} - - rozktad normalny .
é --. - - rozkfad spetniajgcy

g odwrotne prawo

% 102 kubiczne

9 - - - rozkfad Levy'ego

<

€ 10

0.1 1 10
Stopa zwrotu

Trzy typy skumulowanych rozkladéow moduléw znormalizowanych fluktuacji analogicznych
do stop zwrotu

Sa one wynikiem symulacji numerycznych i reprezentuja rozkiad Levy’ego, rozktad normalny
oraz rozklad reprezentujacy odwrotne prawo kubiczne.

Grube ogony rozktadow rzeczywistych fluktuacji finansowych oraz ich zto-
zony charakter lezacy u podstaw szeroko rozumianych korelacji [O§wiecimka
iin., 2005; Kwapieniin., 2005; Drozdziin., 2003; Bartolozziiin., 2005] sugeru-
ja, ze konwencjonalne pojecie ergodycznosci moze byé nieodpowiednie do
opisu i modelowania tego typu zjawisk.

W takim wypadku formalizm uogélnionej, nieekstensywnej mechaniki sta-
tystycznej moze zaoferowac bardziej odpowiednig strukture. Obecnie najbar-
dziej konsystentnym ujeciem zagadnienia nieekstensywnos$ci jest formalizm
oparty na zapostulowanej w 1988 roku przez C. Tsallisa uogdlnionej entropii
[Tsallis, 1988; Tsallis i in., 1998; Tsallis i in., 2003; Osorio i in., 2004], kt6ra dla
zbioru N zdarzen {x;} charakteryzowanych przez prawdopodobienstwa {p;}
wyraza sie wzorem:
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N
_ q
Sq - Zpi lnq pi
i=1

gdzie parametr q jest parametrem nieekstensywnosci, a ln, nazywany jest
uogoélnionym logarytmem lub g-logarytmem:
xv -1
1-gq

Entropia ta jest na tyle ogdlna, ze jezeli przyja¢ q = 1 to redukuje sie ona
do klasycznej entropii Boltzmanna-Gibbsa.

Przy odpowiednich zatozeniach [Tsallis, Tsallis i in., 1988; Tsallis i in.,
1998] ekstremalizacja uog6lnionej entropii S, w wersji uciaglonej prowadzi

do nowej i bardzo ciekawej klasy rozkladéw gestos$ci prawdopodobienstwa
zwanych g-Gaussianami:

In, x=

1

P,(2) = N,[1+B,(a-(x-n,)| " @<3)
Funkcje
1
e; =[1+(1—q)z|-e, ef =e”

nazywamy q-eksponentq. Funkcja ta jest odwrotna do wprowadzonego powy-
zej g-logarytmu. Biorgc pod uwage, ze dla (1 + (1 - @)x) < 0, mozemy gestos$é
prawdopodobienstwa dla g-Gaussianow zapisaé¢ jako:

2

pQ(x) = qu;Bq )

Innym waznym argumentem, ktory w Swietle tych rozwazan podnosi range
rozkladu p,(x), jest jego asymptotyczne zachowanie przyjmujace dla x >> 1
postaé prawa potegowego:

2

py(x) ~ ™

W szczegolnosci w odniesieniu do scalkowanych rozktadow p,(x) dla q = 3/2
asymptotycznie przyjmuje postac¢ odwrotnego prawa kubicznego. Mozna wska-
za¢ rowniez inne przedziaty q, ktére jeszcze dobitniej podkres§lajg uogolniong

postac py(x):

* dlaq = 1py) przyjmuje wiasnosci rozktadu Gaussa,

e dlag= ot ? asymptotyka ogonow p,(x) pokrywa sie z ogonami a-stabilnych
Q

rozkladow Levy’ego.

Pierwsze proby przydatnosci tej formy rozkladéw do opisywania rozkla-
dow prawdopodobienstwa finansowych szeregéw czasowych okazaly sie cat-
kiem obiecujgce [Queirosiin., 2005]. Dlatego ponizej zostanie przedstawiona
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préba opisania rozkladow stép zwrotu indekséw DAX, S&P500 i WIG20 (i jego
portfela) przez rodzine rozktadow py(x).

Jednak dla uzyskania lepszej stabilno$ci wyniku, zamiast gestos$ci prawdo-
podobienstwa p,(x) zostanie wprowadzona skumulowana postac tego rozkiadu:

P, () =% [ p,(2)da

gdzie ,,+” i, oznaczaja odpowiednio prawe i lewe skrzydio rozkiadu.
Po scatkowaniu otrzymujemy [Rak i in., 2007]:

)
ﬂr[;(3—q)}ﬁ |
P,. =N, —Bi(x—uq) 2F (o 857 9)] @)
ar(g). | ¢ I
o J
gdzie « :%, § qil’ g 12,6:((1*1)(% fx)z, a ,F (o, B;; 0) jest hipergeo-

metryczng funkcjg Gaussa, zdefiniowang przez nastepujacy szereg:

FPURCER GRS MU SLIONG)

Fi(o, B;y;8) =1+ —— =
2 1( ) 1!y 2!“{(“{4—1) = k!(w)k

102

—
o
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Skumulowane rozklady znormalizowanych stop zwrotu indeksu WIG20 notowanego

w okresie od 04.01.1999 do 31.10.2005 dla roznych skal czasowych (od 1 do 60 minut)

Linie ciagte reprezentuja najlepsze dopasowanie g-Gaussianow do danych empirycznych. Linia
przerywana odpowiada rozkladowi Gaussa o warto$ci Sredniej 0 i wariancji 1. Pokazane rozkta-
dy zostaly przeskalowane po to, by lepiej méc je poréwnywac.
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Rysunek 8. przedstawia prawg i lewa cze$é¢ skumulowanych rozkladéw
stép zwrotu indeksu WIG20. Do danych empiryeznych dopasowano teoretycz-
ne rozktady (wzor (2)) w zaleznoSci od q.

Rezultat wydaje sie bardzo interesujacy ze wzgledu na duze pokrywanie
sie zachowan rzeczywistych z teorig. Co wiecej, dla matych At otrzymany teo-
retyczny wynik jest bliski g = 3/2, co jest konsystentne z odwrotnym prawem
kubicznym.

Wraz z wydiuzaniem sie At teoretyczne (najlepiej dopasowane) wartosci q
systematycznie zmniejszaja sie, a odpowiadajgce im g-Gaussiany, stanowig
w pelni satysfakcjonujgca reprezentacje dla calej klasy skal czasowych roz-
ktadow prawdopodobienstwa stop zwrotu.

Dlatego tez zasadne jest pytanie o ich uzyteczno$¢ na poziomie spétek. Na
rysunku 9. przedstawiono uzyskane wyniki.
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Laczne (Srednie) skumulowane rozklady znormalizowanych logarytmicznych stéop zwrotu

29 najwiekszych firm notowanych od 17.11.2000 do 30.06.2005 dla trzech skal czasowych

(10 min, 120 min i 1020 min)

Linie ciggle reprezentuja najlepsze dopasowanie q-Gaussianow do empirycznych danych. Po-
kazane rozklady zostaly przeskalowane po to, by lepiej méc je poréwnywac.

Dla najkroétszej skali czasowej (10 min) parametr q ~ 1,4. Oznacza to, ze
2

< 41
ogon tego rozktadu skaluje sie jak p (7) ~ r% ~r* Warto$¢ wyktadnika

przy r wskazuje na odchylenie od odwrotnego prawa kubicznego, ktére
w przyblizeniu bylo speinione dla indeksu WIG20. Nalezy jednak pamietaé,
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ze tu skala czasowa jest wieksza niz dla WIG20 (tam wynosila 1 min), a anali-
zowane dane nie sg idealnym odzwierciedleniem catego indeksu. Na pozio-
mie coraz wyzszych skal czasowych dostrzegamy réwniez, ze rozklady empi-
rycznych fluktuacji systematycznie zmieniaja sie (parametr q maleje) i od-
chylaja sie w kierunku rozktadu normalnego.

4. Zakonczenie

W pracy poddano analizie rozktady fluktuacji stép zwrotu indeksu WIG20,
jego portfela, a takze sp6tek indeksow NYSE i NASDAQ. Chociaz na §wiecie
Polska Gietda Papieréw WartoSciowych czesto uznawana jest za rynek
wschodzacy, to jednak pokazane tu rozklady prawdopodobienstw zachowujg
sie bardzo podobnie jak dla ustanowionych rynkéw gietldowych. Bardzo waz-
nym wnioskiem jest to, ze zaprezentowany tu formalizm nieekstensywnej
mechaniki statystycznej oparty na uogélnionej entropii Tsallisa i wynikajaca
z niej rodzina rozktadéw tzw. qg-Gaussianow stanowig na dzien dzisiejszy naj-
bardziej zwartg, teoretyczng strukture opisujaca rozkiady prawdopodobien-
stwa tego typu fluktuacji finansowych na réznych skalach czasowych. Powyz-
szy wniosek moze okaza¢ sie rowniez pomocny w lepszym zrozumieniu proce-
so6w zachodzacych w tak skomplikowanym systemie, jakim jest rynek finanso-
wy, a takze przyczyni¢ sie do stworzenia bardziej realistycznego modelu kon-
troli ryzyka niz np. model Blacka-Scholesa-Mertona.
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A bstract Characteristics of Financial Fluctuations

The study will examine the probability distributions of returns for the WIG20
index and the portfolio for the period from 17.11.2000 to 30.06.2005. These are
the highest frequency (1 min) and the so-called tick by tick data (quotes at the
time of the transaction). Except the data from the Polish stock market, the data
from so-called mature markets (such as trading for the 1000 largest companies
from the NYSE and NASDAQ index) will be analyzed. The analytical form of
distributions (called q-Gaussian) will also be proposed. Nowadays it is one of
the best representations describing the actual distributions.
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