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W szeregu chronologicznym (czasowym, dynamicznym, rozwojowym):!
mozna wyréznic trzy elementy sktadowe?:
1) tendencja rozwojowa (trend),

2) wahania regularne (okresowe),
3) wahania nieregularne (przypadkowe).

Dwa ostatnie sktadniki nie bedg tu przedmiotem rozwazan, a poSwiecimy
je problemowi wyrazania tendencji rozwojowej (trendu). Tendencja rozwojo-
wa (trend) to wlasciwie istota procesu lub zjawiska, a wiec prawidiowosé
ewolucyjna powodujaca wzrost, stagnacje czy tez spadek wartosci liczbowych
procesu, odzwierciedlanych w wyniku pomiaru, w szeregu chronologicznym.

Tendencje rozwojowg mozemy okresli¢ na trzy sposoby:

1) liczagc Srednie ruchome przy okres$leniu liczby wyrazéw szeregu czasowe-
go, w ktorych powtarzajg sie wahania regularne. Metode te okres$la sie
mianem mechanicznej;

2) analizujgc zachowanie sie wyrazow szeregu chronologicznego i w wyniku
tego obierajgc rodzaj funkecji matematycznej odzwierciedlajgcej zachowa-
nie wyrazéw szeregu i w efekcie dopasowanie tej funkecji metodg naj-
mniejszych kwadratéow do danych owego szeregu. Te metode okre$la sie
mianem analitycznej;

3) liczac przecietne (Srednie) tempo (stope) wzrostu, np. metoda Sredniej
geometrycznej wazonej systemem wag jednostkowych (krétko: niewazonej
Sredniej geometrycznej — 7,) lub mojej metody, uwzgledniajgcej sume

Artykul jednocze$nie ukazuje sie w 2/2204 ,, Ekonomiczno-Informatycznego Kwartalnika
Teoretycznego” Wyzszej Szkoty Ekonomiczno-Informatycznej.

! Ujmujac w kategoriach zwigzku funkeyjnego lub korelacyjnego mozna wyrazié¢ to tak: jesli
wielko$ciom czasu (momentom lub okresom), tzn. czynnikowi egzogenicznemu wzgledem bada-
nego procesu, przypiszemy adekwatnie wielkoSci liczbowe charakteryzujgce 6w proces, to wow-
czas otrzymamy szereg chronologiczny (czasowy, rozwojowy, dynamiczny) momentéw lub okre-
sow. Jak wiadomo, szereg okreséw przedstawia strumienie, aszeregmomentow—zasoby.

2 Inng sprawa jest ujmowanie zwigzku tych elementéw sktadowych, tzn. czy zachodza tu za-
lezno$ci addytywne, czy tez multiplikatywne.
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wyrazow szeregu czasowego (7)3. Ten sposéb wyrazania trendu tez trzeba
okresli¢ mianem analityczny.

Ogoélnie, wszystkie te sposoby wyrazania trendu okresla sie jako wyrowny-
wanie (wygtadzanie) szeregdéw czasowych.

Mechaniczna metoda $redniej ruchomej (lub scentrowanej $redniej ru-
chomej, gdy liczba wyrazéw mierzgcych wahania regularne jest parzysta) eli-
minuje wahania okresowe. Ale poza trendem pozostaja w danych wygtadza-
nych takze wahania przypadkowe. Czyni to trend mato eleganckim, nieco
,chropowatym”. Owe chropowatosci powstajag w wyniku wahan nieregular-
nych i moga byé dobrym impulsem ku zwréceniu uwagi badacza na elementy
(sktadniki) procesu niepoznane lub poznane nie do konca. W tym sensie $red-
nia ruchoma moze spetniaé sie jako impuls inspirujacy.

1|

Analityczna metoda najmniejszych kwadratéow, stworzona — niezaleznie
— przez C.F. Gaussa (1777-1856) i A.M. Legendre’a (1752-1833), to metoda
wyrownywania danych do§wiadczalnych, majgca wtasciwo$é minimalizowa-
nia wielkos$ci biedéw pomiaru.

Jesli mamy szereg chronologiczny:

to, t1, ta, ..., t, 1, t, — czas (zmienna niezalezna)
Xg, X1, L3, ..., Ly _ 1, Ly, — ZMienna zalezna

to jego wartosci liczbowe xy, x4, 2o, ..., 2, _ 1, X, okre$§lamy jako dane rzeczy-
wiste (eksperymentalne). Po analizie danych rzeczywistych wybiera-
my funkcje klasy elementarnej, np. liniowa, potegowg, wykladniczg, logaryt-
miczng czy tez funkeje trygonometryczne?; w tu badanym zagadnieniu y = f(t),
tzn. argumentem (zmienng niezalezng) jest czas. Wartosci liczbowe tej funk-
cji Yo, Y1, Y2, ---» Yn—1, Yn N0szanazwe danych teoretycznych (wyliczo-
nych) i dopasowujemy je, wiasnie metoda najmniejszych kwadratéw, do da-
nych rzeczywistych. Istota metody najmniejszych kwadratéw zawiera sie
W wyrazeniu:

3@, - 4)* =min
i=0

3 Na temat metody 7 opublikowalem dwie ksigzki i szereg artykulé6w naukowych. Dla po-
trzeb tego opracowania wystarczajace jest wskazanie na I. Timofiejuk, Szeregi czasowe — po-
miar przecietnej dynamiki, ,Kkonomia” 2001 nr 2.

4 Por. G.M. Fichtenholz, Rachunek rézniczkowy i catkowy, t. I, wyd. czwarte fotograficzne,
PWN, Warszawa 1966, s. 81-85.
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tzn. takim, gdzie suma kwadratow odchylen danych rzeczywistych od danych
teoretycznych jest minimalna. Nie ma innej techniki matematycznej mini-
malizujgcej odchylenia danych eksperymentalnych od wyliczonych poza me-
toda najmniejszych kwadratow.
Metode najmniejszych kwadratéw cechujg dwie wiasciwosei:
a) nie wymaga zadnych zalozen co do funkcji, ktérg dopasowujemy do da-
nych rzeczywistych; wybér wynika z analizy danych;
b) nie wymaga zadnych zatozen co do rownosci wyrazéw rzeczywistych i teo-
retycznych, tzn. zadna z warto$ci liczbowych teoretycznych nie musi byé
identyczna z ktérgkolwiek z wartosci liczbowych eksperymentalnych.

111

Przecietne (Srednie) tempo (stopa) wzrostu® jako sposéb okreslania ten-
dencji rozwojowej (trendu) charakteryzuje sie pewnymi zalozeniami. Otéz,
Srednie (przecietne) tempo (stopa) wzrostu wyraza, dla dowolnej liczby okre-
sOw lub momentéw, jedng liczbg dynamike (predko$é) zmian miernikéw eko-
nomicznych. Nie zalezy to od metody jego rachunku, tzn. czy jest to metoda
Sredniej geometrycznej wazonej systemem wag jednostkowych, zwanej krot-
ko i powszechnie niewazong Srednig geometryczna (r,), czy tez — wykorzystu-
jacej sume wyrazow badanego szeregu chronologicznego (moja metoda — 7).
Takie postepowanie zasadza sie na:

a) przyjeciu zasady progresji (postepu geometrycznego) odzwierciedlanego
w funkeji wykladniczej typu y, =a-b",

b) réwnosci wartosci liczbowych wybranych wyrazéow szeregu rzeczywistego
i teoretycznego: w metodzie r, — wyrazu podstawowego (bazowego) i kon-
cowego badanego szeregu czasowego; w metodzie r — wyrazu podstawo-
wego (bazowego) i sumy wyrazow badanego szeregu dynamicznego.
Sumujac, metody rachunku $redniego tempa wzrostu majg mniej stopni

,»Swobody” odzwierciedlania ksztattu tendencji rozwojowej. Musi to byé za-

wsze ksztatt funkeji wykladniczej o réznej li tylko skali ,,stromizny” wzrostu.

Rozpoczynamy od niewazonej Sredniej geometrycznej — 7.

Jesli mamy szereg chronologiczny:

th tly t2’ (L) t’n—b t?’L
YOa Yla L] Y’n—b Yn

to Srednie tempo wzrostu liczymy wediug formuly:

r,=%Y,Y, -1

5 Przecietne (Srednie) tempo (stopa) wzrostu przyjeto powszechnie jako termin w ekonomii
politycznej i economics. W istocie powinno sie méwié, Scisle rzecz biorgc, o tempie (stopie) przy-
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Wyliczone tym sposobem przecietne tempo wzrostu ma charakter ,nie-
okres$lony” na podobienstwo teorii indekséw zespotowych typu Laspeyresa
i Paaschego, a mianowicie jest to twierdzenie warunkowe, tzn. jaki musiatby
by¢ rownomierny wzrost o ilorazie postepu geometrycznego 1 + r,, aby
startujac z poziomu Y, po n okresach lub momentach uzyskaé¢ wartosé liczbo-
wa Y,. Ale w rzeczywisto$ci realne procesy nie rozwijaja sie ,,idealnie” réw-
nomiernie. Pod wplywem wielu czynnikéw i tych z wahan regularnych, i tych
ze zdarzen przypadkowych (np. katastroficznych) realne procesy gospodarcze
moga przyspiesza¢ w badanym odcinku czasu dynamike ponad 1 + 7, lub ja
zwalnia¢ ponizej indeksu dynamiki 1 + r,. Tak wiec rysuje sie cata ,wigzka”
trajektorii, ktore startujac z Y, dochodza po ,,swojemu” do mety o wartosci
liczbowej Y,. Niech o tym §wiadczy rysunek.

Y a

yﬂ
Vil

A

Yo

tO tl tn -1 t,, t

Hipotetyczne trajektorie startu z Yo do mety w Y,, wedlug tego samego przecietnego ry
Zrédto: koncepcja wiasna.

Trajektorie od I do VIII istotnie sie réznig, ale ich przecietne tempo
wzrostu jest identyczne. Stad wniosek zasadniczy: metoda 7, rézni sie od me-
tody najmniejszych kwadratow tym, iz dane teoretyczne pozyskane z metody
najmniejszych kwadratéw moga tyczyé¢ sie li tylko jednych jedynych danych
rzeczywistych, natomiast dane teoretyczne z metody r, wediug Yy(1 + 7,)"

rostu, tzn. gdy mamy ;i x;, , oraz Ax; , ; = x; , . — &;, czyli przyrost Ax; . ; : x; jest tempem przyrostu.
Jednak przyjeto sie to nazywaé¢ tempem wzrostu; nie ma w tym nic ziego i kruszy¢ kopie o te spra-
we byloby purystycznym kretynizmem. Tak czesto bywa w nauce, ze niefortunne terminy przyj-
muja sie i funkcjonuja, np. termin funkcje regresji.
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mogg odzwierciedlaé¢ w istocie nieskonczong ,,wigzke” rzeczywistych trajek-
torii dynamiki. Zatem, metoda rachunku $redniego tempa wzrostu wedle nie-
wazonej $redniej geometrycznej nie moze by¢ uwazana, z wyzej wyluszeczo-
nych powodow, za substytut metody najmniejszych kwadratow.

| A Y

Moja metoda, nazwana 7, a uwzgledniajaca sume wyrazoéw badanego sze-
regu chronologicznego zasadza sie na tych samych regutach progresji geo-
metrycznej co i metoda 7, z tym tylko, ze wymaga, aby dynamika, startujac
z poziomu Y,, w efekcie prowadzita do tej samej sumy wyrazéw szeregu teore-
tycznego co suma wyrazow szeregu rzeczywistego. W tym sensie metoda 7 jest
takze twierdzeniem typu warunkowego typu: jaka musi byé przecietna stopa
wzrostu, aby z poziomu wyj$ciowego (wyraz bazowy), idgc ku wyrazowi konco-
wemu 17” (to wyraz teoretyczny), zachowaé¢ sume wyrazéw szeregu teoretycz-
nego identyczng z sumg wyrazow szeregu rzeczywistego, czyli:

n
2Y =a,
i=1

Metoda 7 to rozwigzanie wielomianu lub funkcji catkowitej wymiernej
o postaci:

f@)=a,x™ +a, 2" +...+a, ,x*+a, x+a,

ktora, dla warunkéw postawionego zadania, sprowadza sie do zredukowanej
postaci:

f@)y=x"+x" ' +..+x*+T—-a,

Liczba pierwiastké6w tego réwnania, na mocy twierdzenia Descarte-
sa-Harriota, dla konkretnych warunkéw tu rozwazanych wynosi dokladnie je-
den, w ciagu ay, a4, ..., a,_1, -a,, jest bowiem tylko jedna zmiana znaku, a mia-
nowicie przed a,, ktoéry to wyraz jest ilorazem

}n: Y, Y,
i=1

I to wiasnie jest indeks (wskaznik) wzrostu x, a zatem na mocy réwnania
r =x —lotrzymuje sie przecietng stope wzrostub. Praktycznie rachunek stopy
wzrostu odbywa sie na podstawie tablic”.

Jak zatem mozna okre$lié mozliwo$é substytucji przez metode r metody
najmniejszych kwadratow?

6 Zob. I. Timofiejuk, Metoda 7. Teoria i tablice, Fundacja Naukowa Taylora, Warszawa 1993,
s. VII-X lub odpowiednio w jezyku angielskim XXIII-XXIV i rosyjskim XXXIX-XLII.
7 Jak wyzej, dalej, powolujac sie na te ksigzke, bede pisal Tablice.
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\Y%
OdpowiedZ na wyzej postawione pytanie bedzie udzielona w dwoéch
wariantach: n o
a) rzeczywiste Yy i EYZ. ijakiemaby¢Y,?
iﬁl
b) rzeczywiste Y, i EYi i jakie ma by¢ 170?
i=1
Przechodzac do wariantu pierwszego, tzn. poszukiwania 17” , przy zacho-
waniu rzeczywistych (eksperymentalnych) danych wyrazu poczatkowego (Yy)

i rzeczywistej sumy ZYi ) wyrazow szeregu czasowego, odpowiedzZ jest pro-
i=1

sta. Jest tylko jedna trajektoria wyliczona wedlug metody 7, ktéra moze przy-

braé trzy konfiguracje:

a) r=r,, wzrost rownomierny,

b) 7>r,, niedoszacowanie dynamiki przez metode r,,

c¢) r<r,, przeszacowanie dynamiki przez metode 7,.

Ponizszy rysunek wyjasnia to nad wyraz wyraziscie.

A
y
,‘_/n I'g<;
}_/n:yn _______________ - T rg:;
7 A R
Yo 4

v

Relacjergir
Zrédto: koncepcja wiasna.

Tu sprawa jest jasna i jednoznaczna. Metoda 7 daje tylko jedng trajektorie
teoretycznego wzrostu, zalezng od tego, jaki jest uklad relacji miedzy rir, Tu
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metoda 7 jest wlasciwie substytutem metody najmniejszych kwadratéw w ob-
rebie funkecji wykladniczej, ktéra lezy u podstaw rachunku przecietnego
(Sredniego) tempa (stopy) wzrostu.

VI

Przy wariancie ?n i EYZ. jako zachowane z danych rzeczywistych i poszu-
i=1
kiwania ?0, ktore musi byé, aby ziscita sie sytuacja przyjetych zatozen, spra-
wa jest bardziej skomplikowana. Wowezas, gdy 7 = 74, przypadek jest trywial-
ny i nie ma problemu wygtadzania szeregu czasowego, zachodzi bowiem ca-
sus wzrostu rownomiernego, a wiec (g = 7) = f(t;) = const. Znalezienie teore-
tycznego 170 spelniajagcego wymog rzeczywistego Y, wedlug stopy wzrostu r
oznacza spelnienie réwnania:
- Y

0

Y, Y,q+n)"
1+r" (1+7)"
1. Przypadek 7 <7, czyliY, <Y,

Yn =Yn

Yo [T — T —

Yo

.
>
thor th thv1ths2 t

to &

~
)

Wyréwnanie dla Yy, ir przyr <r,
Zrédto: koncepeja wiasna.

W tej sytuacji roznica miedzy sumamidlat=nit=n-1w Tablicach be-
dzie mniejsza od Y, i dlatego musimy obliczaé¢ réznice miedzyt=n+1lat =mn,
ajezeliitardznicabedzie mniejsza od Y,, to postepujemy kolejnodlat=n + 2
it=mn + 1itd., az do znalezienia ré6znicy réwnej wyrazowi rzeczywistemu Y,,.
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Dokonujac dla n okreséw (momentéw) deflacji wediug wartosci liczbowej
deflatora (1 + 7), uzyskamy ciag wyrazéw

Y, :(1+7),Y,:(1+7)%, .., Y, :(1+7) "7, Y, 1+ 7)"

czyli wartosSci liczbowe szeregu teoretycznego tacznie z wyrazem podstawo-
wymY, =Y, :(1+ 7)", ktory z definicji bedzie wiekszy od rzeczywistego, czyli
Y, <Y,. Te procedure postepowania obrazuje rysunek 3.

2. Przypadek 7 >r,, czyliY, >Y,

W tej sytuacji r6znica miedzy sumamidlat=nit=n-1wTablicach bedzie
wieksza od Y, i dlatego musimy cofa¢ sie, liczac kolejno réznicedlat=n-1
it=mn-2itd., az do uzyskania réznicy rOwnej wyrazowi rzeczywistemu Y/,.
Jednakze w tym przypadku bedziemy musieli cofngé sie do ujemnych wartos-
ciczasu,awiect=0-1,t=0-2... Jednakze Tablice rozpoczynajgodt =0
i dlatego ,,w ujemnym czasie” bedziemy deflowali deflatorem (1 + 7) liczbe
1,000, podnoszac do potegi 1, 2, ..., tzn. do momentu, gdy liczba okreséw zrow-
na sie z liczbg n. W tym przypadku bedzie relacja 170 < Y,. Przedstawmy to na
rysunku.

y A

| -
T >
Az to-1 ty t tho2tho1 1ty t

Wyréwnanie dla Yy i 7 przy v > 7,
Zrédlo: koncepcja wiasna.
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VII

W uzupelnieniu rozwazan teoretycznych i przede wszystkim dla ilustracji
wyzej rozwazanych kwestii co do ,,dobroci” dopasowania danych teoretycz-
nych do danych rzeczywistych przedstawimy konkretny przyktad. Tyczy sie
on dynamiki §rednich miesiecznych emerytur i rent rolnikéw indywidual-
nych brutto w 2003 r., przy przyjeciu ich poziomu w grudniu 2002 r. za 100.
Woéwezas obliczone przecietne tempo zmian tych miesiecznych §wiadczen
spotecznych wynosito: v, = 0,46% i1 = 0,80%. Nizej przedstawiamy szereg fak-
tyczny oraz szeregi teoretyczne (wyrownane dane) wediug metody 741 7.

Szeregi faktyczny i teoretyczne wyréwnane metodami rg i r przecietnych miesigcznych
emerytur i rent brutto rolnikéw indywidualnych w 2003 r. (grudzien 2002 r. = 100)

Miesigce Szereg faktyczny Szereg teoretyczny wedtug

7 r
1 103,3 100,5 100,8
Il 101,3 100,9 101,6
] 105,4 101,4 102,4
v 107,2 101,9 103,2
\' 105,0 102,3 104,1
Vi 105,1 102,8 104,9
Vil 107,2 103,3 105,7
Vil 105,1 103,7 106,6
IX 105,5 104,2 107,4
X 107,7 104,7 108,3
X 105,9 105,2 109,2
X1 105,7 105,7 110,0

Zrodlo: na podstawie: ,Biuletyn Statystyczny”, nr 1, luty 2004 r., GUS, tabl. 16, s. 60; obliczenia
wlasne.

W przedstawionym przykladzie kwadrat odchylen danych teoretycznych
od danych rzeczywistych wynosi: dla wyréwnania wedle metody r, = 93,02,
adlar =83,04. Awiec metoda r czyni minimalizacje kwadratéw odchylen da-
nych faktycznych od danych teoretycznych w por6wnaniu z metoda r,. Czyni
wiec zado$¢é wymaganiom metody najmniejszych kwadratow.

Wyrazi$cie przedstawione wartosci liczbowe szeregéw faktycznego i teo-
retycznych obrazuje rysunek 5.
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wskaZnik

110 +

108

106

104

102

100

} } I I I } } I czas

1
X1 mnearovevevE v i X X X Xil

faktyczny — wedfug rg — — — wedfugr

Szeregi faktyczny i teoretyczne wedlug rg i v dynamiki przecig¢tnych miesi¢cznych emerytur
i rent rolnikow indywidualnych brutto w 2003 r. (grudzien 2002 r. = 100)
Zrodto: tabela 1.

Rysunek 5. nie wymaga komentarza. Zanizanie $redniej dynamiki przez
metode 7, (niewazonej Sredniej geometrycznej) jest widoczne, jak na przysto-
wiowej dtoni.

Przedstawiony wyzej wywéd czyni w pelni uzasadnienie uzycia w stosunku
do metody r terminu: substytut metody najmniejszych kwadra-
tow.

Autor z zadowoleniem odnotowuje, Zze metoda 7 uzyskuje coraz bardziej
ugruntowane , prawa obywatelskie”. Swiadcza o tym powolania sie na nig
w publikacjach naukowych i podrecznikach.

Omawiana tu wlasciwos¢é metody r (wykorzystujacej sume wyrazow fak-
tycznego szeregu chronologicznego) poza jej warstwg $cisle naukowg spelnia
takze funkecje w pracy dydaktycznej zwigzanej ze statystyka i ekonometrig.
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Metoda r — substytutem metody najmniejszych kwadratéow

Abstract The Method as substitute for the Least Square Method

The subject of this paper was presentation of the properties of the Method 7,
i.e. a method utilizing the sum of the terms of a real time series in calculating
the average (mean) of the growth pace (rate). This property permits to use the
Method 7 and its tables as substitute for the Least Square Method in fitting the
time series wherever an exponentialtype function is to be adjusted to real (ex-
perimental) data. The solution of the problem was presented in two variants:
a)real initial (basic) term and real sum of terms of the time series in question;
2) real final term and real sum of terms of the time series in question.
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