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W szeregu chronologicznym (czasowym, dynamicznym, rozwojowym)1

mo¿na wyró¿niæ trzy elementy sk³adowe2:

1) tendencja rozwojowa (trend),

2) wahania regularne (okresowe),

3) wahania nieregularne (przypadkowe).

Dwa ostatnie sk³adniki nie bêd¹ tu przedmiotem rozwa¿añ, a po�wiêcimy

je problemowi wyra¿ania tendencji rozwojowej (trendu). Tendencja rozwojo-

wa (trend) to w³a�ciwie istota procesu lub zjawiska, a wiêc prawid³owo�æ

ewolucyjna powoduj¹ca wzrost, stagnacjê czy te¿ spadek warto�ci liczbowych

procesu, odzwierciedlanychwwyniku pomiaru, w szeregu chronologicznym.

Tendencjê rozwojow¹ mo¿emy okre�liæ na trzy sposoby:

1) licz¹c �rednie ruchome przy okre�leniu liczby wyrazów szeregu czasowe-

go, w których powtarzaj¹ siê wahania regularne. Metodê tê okre�la siê

mianem mechanicznej;

2) analizuj¹c zachowanie siê wyrazów szeregu chronologicznego i w wyniku

tego obieraj¹c rodzaj funkcji matematycznej odzwierciedlaj¹cej zachowa-

nie wyrazów szeregu i w efekcie dopasowanie tej funkcji metod¹ naj-

mniejszych kwadratów do danych owego szeregu. Tê metodê okre�la siê

mianem analitycznej;

3) licz¹c przeciêtne (�rednie) tempo (stopê) wzrostu, np. metod¹ �redniej

geometrycznej wa¿onej systememwag jednostkowych (krótko: niewa¿onej

�redniej geometrycznej � rg) lub mojej metody, uwzglêdniaj¹cej sumê
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Artyku³ jednocze�nie ukazuje siê w 2/2204 �Ekonomiczno-Informatycznego Kwartalnika

Teoretycznego� Wy¿szej Szko³y Ekonomiczno-Informatycznej.
1 Ujmuj¹c w kategoriach zwi¹zku funkcyjnego lub korelacyjnegomo¿na wyraziæ to tak: je�li

wielko�ciom czasu (momentom lub okresom), tzn. czynnikowi egzogenicznemu wzglêdem bada-

nego procesu, przypiszemy adekwatnie wielko�ci liczbowe charakteryzuj¹ce ów proces, to wów-

czas otrzymamy szereg chronologiczny (czasowy, rozwojowy, dynamiczny) momentów lub okre-

sów. Jakwiadomo, szereg okresów przedstawia s t r um i e n i e, a szeregmomentów� z a s o b y.
2 Inn¹ spraw¹ jest ujmowanie zwi¹zku tych elementów sk³adowych, tzn. czy zachodz¹ tu za-

le¿no�ci addytywne, czy te¿ multiplikatywne.



wyrazów szeregu czasowego (r)3. Ten sposób wyra¿ania trendu te¿ trzeba

okre�liæ mianem analityczny.

Ogólnie, wszystkie te sposoby wyra¿ania trendu okre�la siê jako wyrówny-

wanie (wyg³adzanie) szeregów czasowych.

I

Mechaniczna metoda �redniej ruchomej (lub scentrowanej �redniej ru-

chomej, gdy liczba wyrazówmierz¹cych wahania regularne jest parzysta) eli-

minuje wahania okresowe. Ale poza trendem pozostaj¹ w danych wyg³adza-

nych tak¿e wahania przypadkowe. Czyni to trend ma³o eleganckim, nieco

�chropowatym�. Owe chropowato�ci powstaj¹ w wyniku wahañ nieregular-

nych i mog¹ byæ dobrym impulsem ku zwróceniu uwagi badacza na elementy

(sk³adniki) procesu niepoznane lub poznane nie do koñca. W tym sensie �red-

nia ruchoma mo¿e spe³niaæ siê jako impuls inspiruj¹cy.

II

Analityczna metoda najmniejszych kwadratów, stworzona � niezale¿nie

� przez C.F. Gaussa (1777�1856) i A.M. Legendre�a (1752�1833), to metoda

wyrównywania danych do�wiadczalnych, maj¹ca w³a�ciwo�æ minimalizowa-

nia wielko�ci b³êdów pomiaru.

Je�li mamy szereg chronologiczny:

t0, t1, t2, �, tn � 1, tn � czas (zmienna niezale¿na)

x0, x1, x2, �, xn � 1, xn � zmienna zale¿na

to jego warto�ci liczbowe x0, x1, x2, �, xn � 1, xn okre�lamy jako dane r z e c z y-

w i s t e (e k s p e r ym e n t a l n e). Po analizie danych rzeczywistych wybiera-

my funkcjê klasy elementarnej, np. liniow¹, potêgow¹, wyk³adnicz¹, logaryt-

miczn¹ czy te¿ funkcje trygonometryczne4; w tu badanym zagadnieniu y= f(t),

tzn. argumentem (zmienn¹ niezale¿n¹) jest czas. Warto�ci liczbowe tej funk-

cji y0, y1, y2, �, yn � 1, yn nosz¹ nazwê d a n y c h t e o r e t y c z n y c h (w y l i c z o-

n y c h) i dopasowujemy je, w³a�nie metod¹ najmniejszych kwadratów, do da-

nych rzeczywistych. Istota metody najmniejszych kwadratów zawiera siê

w wyra¿eniu:

( )x y
i i

i

n

- =
=

å 2

0
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3 Na temat metody r opublikowa³em dwie ksi¹¿ki i szereg artyku³ów naukowych. Dla po-

trzeb tego opracowania wystarczaj¹ce jest wskazanie na I. Timofiejuk, Szeregi czasowe � po-

miar przeciêtnej dynamiki, �Ekonomia� 2001 nr 2.
4 Por. G.M. Fichtenholz, Rachunek ró¿niczkowy i ca³kowy, t. I, wyd. czwarte fotograficzne,

PWN, Warszawa 1966, s. 81�85.



tzn. takim, gdzie suma kwadratów odchyleñ danych rzeczywistych od danych

teoretycznych jest minimalna. Nie ma innej techniki matematycznej mini-

malizuj¹cej odchylenia danych eksperymentalnych od wyliczonych poza me-

tod¹ najmniejszych kwadratów.

Metodê najmniejszych kwadratów cechuj¹ dwie w³a�ciwo�ci:

a) nie wymaga ¿adnych za³o¿eñ co do funkcji, któr¹ dopasowujemy do da-

nych rzeczywistych; wybór wynika z analizy danych;

b) nie wymaga ¿adnych za³o¿eñ co do równo�ci wyrazów rzeczywistych i teo-

retycznych, tzn. ¿adna z warto�ci liczbowych teoretycznych nie musi byæ

identyczna z któr¹kolwiek z warto�ci liczbowych eksperymentalnych.

III

Przeciêtne (�rednie) tempo (stopa) wzrostu5 jako sposób okre�lania ten-

dencji rozwojowej (trendu) charakteryzuje siê pewnymi za³o¿eniami. Otó¿,

�rednie (przeciêtne) tempo (stopa) wzrostu wyra¿a, dla dowolnej liczby okre-

sów lub momentów, jedn¹ liczb¹ dynamikê (prêdko�æ) zmian mierników eko-

nomicznych. Nie zale¿y to od metody jego rachunku, tzn. czy jest to metoda

�redniej geometrycznej wa¿onej systemem wag jednostkowych, zwanej krót-

ko i powszechnie niewa¿on¹ �redni¹ geometryczn¹ (rg), czy te¿ �wykorzystu-

j¹cej sumê wyrazów badanego szeregu chronologicznego (moja metoda � r).

Takie postêpowanie zasadza siê na:

a) przyjêciu zasady progresji (postêpu geometrycznego) odzwierciedlanego

w funkcji wyk³adniczej typu y a b
i

t
i= × ,

b) równo�ci warto�ci liczbowych wybranych wyrazów szeregu rzeczywistego

i teoretycznego: w metodzie rg � wyrazu podstawowego (bazowego) i koñ-

cowego badanego szeregu czasowego; w metodzie r � wyrazu podstawo-

wego (bazowego) i sumy wyrazów badanego szeregu dynamicznego.

Sumuj¹c, metody rachunku �redniego tempa wzrostu maj¹ mniej stopni

�swobody� odzwierciedlania kszta³tu tendencji rozwojowej. Musi to byæ za-

wsze kszta³t funkcji wyk³adniczej o ró¿nej li tylko skali �stromizny� wzrostu.

Rozpoczynamy od niewa¿onej �redniej geometrycznej � rg.

Je�li mamy szereg chronologiczny:

t0, t1, t2, �, tn � 1, tn
Y0, Y1, �, Yn � 1, Yn

to �rednie tempo wzrostu liczymy wed³ug formu³y:

r Y Yg n
n= -:

0
1
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5 Przeciêtne (�rednie) tempo (stopa) wzrostu przyjêto powszechnie jako termin w ekonomii

politycznej i economics. W istocie powinno siê mówiæ, �ci�le rzecz bior¹c, o tempie (stopie) przy-



Wyliczone tym sposobem przeciêtne tempo wzrostu ma charakter �nie-

okre�lony� na podobieñstwo teorii indeksów zespo³owych typu Laspeyresa

i Paaschego, a mianowicie jest to twierdzenie warunkowe, tzn. jaki musia³by

byæ r ów n om i e r n y wzrost o ilorazie postêpu geometrycznego 1 + rg, aby

startuj¹c z poziomu Y0 po n okresach lub momentach uzyskaæ warto�æ liczbo-

w¹ Yn. Ale w rzeczywisto�ci realne procesy nie rozwijaj¹ siê �idealnie� rów-

nomiernie. Pod wp³ywem wielu czynników i tych z wahañ regularnych, i tych

ze zdarzeñ przypadkowych (np. katastroficznych) realne procesy gospodarcze

mog¹ przyspieszaæ w badanym odcinku czasu dynamikê ponad 1 + rg lub j¹

zwalniaæ poni¿ej indeksu dynamiki 1 + rg. Tak wiêc rysuje siê ca³a �wi¹zka�

trajektorii, które startuj¹c z Y0 dochodz¹ po �swojemu� do mety o warto�ci

liczbowej Yn. Niech o tym �wiadczy rysunek.

Rys. 1.

Hipotetyczne trajektorie startu z Y0 do mety w Yn wed³ug tego samego przeciêtnego rg

�ród³o: koncepcja w³asna.

Trajektorie od I do VIII istotnie siê ró¿ni¹, ale ich przeciêtne tempo

wzrostu jest identyczne. St¹d wniosek zasadniczy: metoda rg ró¿ni siê od me-

tody najmniejszych kwadratów tym, i¿ dane teoretyczne pozyskane z metody

najmniejszych kwadratów mog¹ tyczyæ siê li tylko jednych jedynych danych

rzeczywistych, natomiast dane teoretyczne z metody rg wed³ug Y0(1 + rg)
n
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rostu, tzn. gdy mamy xi i xi + 1 oraz Dxi + 1 = xi + 1 � xi, czyli przyrost Dxi + 1 : xi jest tempem przyrostu.

Jednak przyjê³o siê to nazywaæ tempemwzrostu; niemaw tymnic z³ego i kruszyæ kopie o tê spra-

wê by³oby purystycznym kretynizmem. Tak czêsto bywa w nauce, ¿e niefortunne terminy przyj-

muj¹ siê i funkcjonuj¹, np. termin funkcje regresji.



mog¹ odzwierciedlaæ w istocie nieskoñczon¹ �wi¹zkê� rzeczywistych trajek-

torii dynamiki. Zatem, metoda rachunku �redniego tempa wzrostu wedle nie-

wa¿onej �redniej geometrycznej nie mo¿e byæ uwa¿ana, z wy¿ej wy³uszczo-

nych powodów, za substytut metody najmniejszych kwadratów.

IV
Moja metoda, nazwana r, a uwzglêdniaj¹ca sumê wyrazów badanego sze-

regu chronologicznego zasadza siê na tych samych regu³ach progresji geo-

metrycznej co i metoda rg, z tym tylko, ¿e wymaga, aby dynamika, startuj¹c

z poziomuY0, w efekcie prowadzi³a do tej samej sumywyrazów szeregu teore-

tycznego co suma wyrazów szeregu rzeczywistego. W tym sensie metoda r jest

tak¿e twierdzeniem typu warunkowego typu: jaka musi byæ przeciêtna stopa

wzrostu, aby z poziomuwyj�ciowego (wyraz bazowy), id¹c ku wyrazowi koñco-

wemu Y
n
(to wyraz teoretyczny), zachowaæ sumê wyrazów szeregu teoretycz-

nego identyczn¹ z sum¹ wyrazów szeregu rzeczywistego, czyli:

Y a
i

i

n

n

=

å =
1

Metoda r to rozwi¹zanie wielomianu lub funkcji ca³kowitej wymiernej

o postaci:

( )f x a x a x a x a x a
n n

n n n= + + + + +-
- -0 1

1

2

2

1

która, dla warunków postawionego zadania, sprowadza siê do zredukowanej

postaci:

( )f x x x x x a
n n

n= + + + + --1 2

Liczba pierwiastków tego równania, na mocy twierdzenia Descarte-

sa-Harriota, dla konkretnychwarunków tu rozwa¿anychwynosi dok³adnie je-

den, w ci¹gu a0, a1, �, an � 1, -an jest bowiem tylko jedna zmiana znaku, a mia-

nowicie przed an, który to wyraz jest ilorazem

Y Y
i

i

n

=

å
1

0
:

I to w³a�nie jest indeks (wska�nik) wzrostu x, a zatem na mocy równania

r x= -1otrzymuje siê przeciêtn¹ stopê wzrostu6. Praktycznie rachunek stopy

wzrostu odbywa siê na podstawie tablic7.

Jak zatem mo¿na okre�liæ mo¿liwo�æ substytucji przez metodê r metody

najmniejszych kwadratów?
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6 Zob. I. Timofiejuk, Metoda r. Teoria i tablice, Fundacja Naukowa Taylora, Warszawa 1993,

s. VII�X lub odpowiednio w jêzyku angielskim XXIII�XXIV i rosyjskim XXXIX�XLII.
7 Jak wy¿ej, dalej, powo³uj¹c siê na tê ksi¹¿kê, bêdê pisa³ Tablice.



V
Odpowied� na wy¿ej postawione pytanie bêdzie udzielona w dwóch

wariantach:

a) rzeczywiste Y0 i Y
i

i

n

=

å
1

i jakie ma byæ Y
n
?

b) rzeczywiste Yn i Y
i

i

n

=

å
1

i jakie ma byæ Y
0
?

Przechodz¹c do wariantu pierwszego, tzn. poszukiwania Y
n
, przy zacho-

waniu rzeczywistych (eksperymentalnych) danych wyrazu pocz¹tkowego (Y0)

i rzeczywistej sumy Y
i

i

n

=

å
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

wyrazów szeregu czasowego, odpowied� jest pro-

sta. Jest tylko jedna trajektoria wyliczona wed³ug metody r, która mo¿e przy-

braæ trzy konfiguracje:

a) r r
g

= , wzrost równomierny,

b) r r
g

> , niedoszacowanie dynamiki przez metodê rg,

c) r r
g

< , przeszacowanie dynamiki przez metodê rg.

Poni¿szy rysunek wyja�nia to nad wyraz wyrazi�cie.

Rys. 2.

Relacje rg i r

�ród³o: koncepcja w³asna.

Tu sprawa jest jasna i jednoznaczna. Metoda r daje tylko jedn¹ trajektoriê

teoretycznegowzrostu, zale¿n¹ od tego, jaki jest uk³ad relacji miêdzy r i rg. Tu
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metoda r jest w³a�ciwie substytutemmetody najmniejszych kwadratów w ob-

rêbie funkcji wyk³adniczej, która le¿y u podstaw rachunku przeciêtnego

(�redniego) tempa (stopy) wzrostu.

VI

Przy wariancie Y
n
i Y

i

i

n

=

å
1

jako zachowane z danych rzeczywistych i poszu-

kiwania Y
0
, które musi byæ, aby zi�ci³a siê sytuacja przyjêtych za³o¿eñ, spra-

wa jest bardziej skomplikowana. Wówczas, gdy r = rg, przypadek jest trywial-

ny i nie ma problemu wyg³adzania szeregu czasowego, zachodzi bowiem ca-

sus wzrostu równomiernego, a wiêc (rg = r) = f(ti) = const. Znalezienie teore-

tycznego Y
0
spe³niaj¹cego wymóg rzeczywistego Yn wed³ug stopy wzrostu r

oznacza spe³nienie równania:

( )

( )

( )
Y

Y

r

Y r

r
Y

n

n

n

n0

0

0
1

1

1
=

+
=

+

+
=

1. Przypadek r rg< , czyli Y Yn n<

Rys. 3.
Wyrównanie dla Yn i r przy r rg<

�ród³o: koncepcja w³asna.

W tej sytuacji ró¿nica miêdzy sumami dla t = n i t = n � 1 w Tablicach bê-

dziemniejsza odYn i dlategomusimy obliczaæ ró¿nicemiêdzy t= n+ 1 a t= n,

a je¿eli i ta ró¿nica bêdziemniejsza od Yn, to postêpujemy kolejno dla t= n+ 2

i t = n + 1 itd., a¿ do znalezienia ró¿nicy równej wyrazowi rzeczywistemu Yn.
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Dokonuj¹c dla n okresów (momentów) deflacji wed³ug warto�ci liczbowej

deflatora (1 + r), uzyskamy ci¹g wyrazów

( ) ( ) ( ) ( )Y r Y r Y r Y rn n n

n

n

n
: , : , , : , :1 1 1 1

2 1
+ + + +

-

czyli warto�ci liczbowe szeregu teoretycznego ³¹cznie z wyrazem podstawo-

wym ( )Y Y r
n

n

0
1= +: , który z definicji bêdzie wiêkszy od rzeczywistego, czyli

Y0 < Y
0
. Tê procedurê postêpowania obrazuje rysunek 3.

2. Przypadek r rg> , czyli Y Yn n>
W tej sytuacji ró¿nicamiêdzy sumami dla t= n i t= n � 1 w Tablicach bêdzie

wiêksza od Yn i dlatego musimy cofaæ siê, licz¹c kolejno ró¿nice dla t = n � 1

i t = n � 2 itd., a¿ do uzyskania ró¿nicy równej wyrazowi rzeczywistemu Yn.

Jednak¿e w tym przypadku bêdziemymusieli cofn¹æ siê do ujemnych warto�-

ci czasu, a wiêc t = 0 � 1, t = 0 � 2� Jednak¿e Tablice rozpoczynaj¹ od t = 0

i dlatego �w ujemnym czasie� bêdziemy deflowali deflatorem (1 + r) liczbê

1,000, podnosz¹c do potêgi 1, 2, �, tzn. do momentu, gdy liczba okresów zrów-

na siê z liczb¹ n. W tym przypadku bêdzie relacja Y
0
< Y0. Przedstawmy to na

rysunku.

Rys. 4.
Wyrównanie dla Yn i r przy r rg>
�ród³o: koncepcja w³asna.
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VII
W uzupe³nieniu rozwa¿añ teoretycznych i przede wszystkim dla ilustracji

wy¿ej rozwa¿anych kwestii co do �dobroci� dopasowania danych teoretycz-

nych do danych rzeczywistych przedstawimy konkretny przyk³ad. Tyczy siê

on dynamiki �rednich miesiêcznych emerytur i rent rolników indywidual-

nych brutto w 2003 r., przy przyjêciu ich poziomu w grudniu 2002 r. za 100.

Wówczas obliczone przeciêtne tempo zmian tych miesiêcznych �wiadczeñ

spo³ecznych wynosi³o: rg= 0,46% i r= 0,80%. Ni¿ej przedstawiamy szereg fak-

tyczny oraz szeregi teoretyczne (wyrównane dane) wed³ug metody rg i r.

Tabela 1.
Szeregi faktyczny i teoretyczne wyrównane metodami rg i r przeciêtnych miesiêcznych

emerytur i rent brutto rolników indywidualnych w 2003 r. (grudzieñ 2002 r. = 100)

Miesi¹ce Szereg faktyczny Szereg teoretyczny wed³ug

rg r

I 103,3 100,5 100,8

II 101,3 100,9 101,6

III 105,4 101,4 102,4

IV 107,2 101,9 103,2

V 105,0 102,3 104,1

VI 105,1 102,8 104,9

VII 107,2 103,3 105,7

VIII 105,1 103,7 106,6

IX 105,5 104,2 107,4

X 107,7 104,7 108,3

XI 105,9 105,2 109,2

XII 105,7 105,7 110,0

�ród³o: na podstawie: �Biuletyn Statystyczny�, nr 1, luty 2004 r., GUS, tabl. 16, s. 60; obliczenia

w³asne.

W przedstawionym przyk³adzie kwadrat odchyleñ danych teoretycznych

od danych rzeczywistych wynosi: dla wyrównania wedle metody rg = 93,02,

a dla r = 83,04. A wiêc metoda r czyni minimalizacjê kwadratów odchyleñ da-

nych faktycznych od danych teoretycznych w porównaniu z metod¹ rg. Czyni

wiêc zado�æ wymaganiom metody najmniejszych kwadratów.

Wyrazi�cie przedstawione warto�ci liczbowe szeregów faktycznego i teo-

retycznych obrazuje rysunek 5.
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Rys. 5.
Szeregi faktyczny i teoretyczne wed³ug rg i r dynamiki przeciêtnych miesiêcznych emerytur

i rent rolników indywidualnych brutto w 2003 r. (grudzieñ 2002 r. = 100)

�ród³o: tabela 1.

Rysunek 5. nie wymaga komentarza. Zani¿anie �redniej dynamiki przez

metodê rg (niewa¿onej �redniej geometrycznej) jest widoczne, jak na przys³o-

wiowej d³oni.

*

Przedstawionywy¿ej wywód czyni w pe³ni uzasadnienie u¿ycia w stosunku

do metody r terminu: s u b s t y t u t m e t o d y n a jmn i e j s z y c h kw a d r a-

t ó w.

Autor z zadowoleniem odnotowuje, ¿e metoda r uzyskuje coraz bardziej

ugruntowane �prawa obywatelskie�. �wiadcz¹ o tym powo³ania siê na ni¹

w publikacjach naukowych i podrêcznikach.

Omawiana tu w³a�ciwo�æ metody r (wykorzystuj¹cej sumê wyrazów fak-

tycznego szeregu chronologicznego) poza jej warstw¹ �ci�le naukow¹ spe³nia

tak¿e funkcjê w pracy dydaktycznej zwi¹zanej ze statystyk¹ i ekonometri¹.
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A b s t r a c t The Method r as substitute for the Least Square Method

The subject of this paper was presentation of the properties of the Method r,

i.e. a method utilizing the sum of the terms of a real time series in calculating

the average (mean) of the growth pace (rate). This property permits to use the

Method r and its tables as substitute for the Least Square Method in fitting the

time series wherever an exponentialtype function is to be adjusted to real (ex-

perimental) data. The solution of the problem was presented in two variants:

a) real initial (basic) term and real sumof terms of the time series in question;

2) real final term and real sum of terms of the time series in question.
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