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Przyporzadkowujac odmianom czasu, tzn. momentom lub okresom, a wiec
cesze (zmiennej) niezaleznej, egzogenicznej wzgledem procesu lub zjawiska,
adekwatnie im odpowiadajgce wartoSci liczbowe zmiennej zaleznej badanego
procesu lub zjawiska otrzymamy dwuwierszowg albo dwukolumnowg tablice
statystyczng zwang szeregiem czasowym (chronologicznym, rozwojowym lub
dynamicznym). Analiza szeregéw chronologicznych jest obszerna dziedzinag
badan dynamiki. Jednym z narzedzi pomiaru dynamiki jest stopa (tempo)
wzrostu, a zwlaszceza przecietne (Srednie) tempo (stopa) wzrostul.

Powszechnie, a wlaSciwie prawie wyltacznie stosowang, metoda rachunku
przecietnego tempa wzrostu jest liczenie go ze wzoru na wazong systemem wag
jednostkowych Srednig geometryczna, kré6tko zwang niewazona $rednig geo-
metryczna.

Jezeli mamy odmiany czasu, momenty lub okresy t, ti, ..., t, i adekwatnie
odpowiadajace im warto$ci zmiennej zaleznej Yy, Yy, ...Y,, orazgdy Y; > 0( =
0,1, ...,n), to wowczas Srednia stopa wzrostu (ry) wynosi:

1, =Y, Yy —1 lub 7, = (Y,:Yp)" — 1L

JeSli w szeregu czasowym policzymy indeksy tancuchowe x; = Y;:Yy, x5 =
Y'Yy, ...,x,=Y,:Y,_1, to woéwezas:

T

g = N% - Ton.ox, — L

Jak latwo zauwazy¢, o wartosci liczbowej przecietnego tempa wzrostu decy-
duja tylko dwa wyrazy szeregu chronologicznego, a wiec poczatkowy (Yy) i kon-
cowy (Y,). Wyrazy ,,Srodkowe” Yy, Yo, ..., Y,,_1 nie maja wplywu na wynik ra-
chunku, sg wiec z definicji przez metode niewazonej Sredniej geometrycznej
ignorowane. A wiec, dla wszystkich trzech wariantow:
DYy=Y;,=...Y,_.1<Y,
2)Yy<Y;=...Y,1=Y,

1 Scisle rzecz biorge nalezy méwié o tempie (stopie) przyrostu. Jednakze w ekonomii przyjeto
sie nazywac te miare stopa (tempem) wzrostu i zatem pozostajemy przy tej terminologii.
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DYy<Yi<..<Y,.1<Y,
przedstawionych na rysunku:
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wariant 1 — — — — wariant 2
--------- wariant 3

Warianty trajektorii wzrostu

otrzymamy te samg warto$é liczbowg przecietnego tempa wzrostu. A przeciez
trajektorie wzrostu réznig sie diametralnie miedzy soba. Biorac przykiad
z dziedziny akademickiej: gdyby zapytaé, jakg droge dla zmian swego stypen-
dium w ciggu pieciu lat studiéw wybralby dowolny student, to odpowiedz byla-
by zapewne jednoznaczna, czyli wariant drugi.

I. Moje studia nad zagadnieniami wzrostu gospodarczego w pierwszej polo-
wie lat szeSédziesigtych ubieglego stulecia sktonily do poszukiwania drég roz-
wigzania tego problematu. Wtedy tez ukazaly sie pierwsze moje publikacje na
ten temat. Rozwigzanie problemu tkwi oczywiscie w uwzglednieniu wszyst-
kich wyrazéw szeregu chronologicznego, a nie tylko skrajnych, jak to czyni ex
definitione metoda ry.

Istniejg tu tylko dwie drogi prowadzace do celu:

1) traktujac, ze zmienna zalezna jest addytywna funkeja czasu, wéwezas moz-
na doda¢ do siebie wyrazy szeregu chronologicznego, lub
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2) przyjmujac, iz sa tu multiplikatywne zwigzki zmiennej zaleznej z czasem,
jako zmienng niezalezng, mozna dokonaé wymnozenia wyrazow szeregu dy-
namicznego.

Pierwsza droga doprowadzita mnie do opracowania metody nazwanej 7 (od
angielskiego rate — stopa, tempo i kreska nad literg jako powszechnie przyjety
sposob oznaczania Sredniej, przecietnej).

Gdy mamy okresy (momenty) czasu tg, ty, to, ..., t,_1, t, i im adekwatnie przy-
porzadkowane wielkoSci Yy, Yy, Yo, ..., Y, _1, Y, to wowezas indeksy tancucho-
we x; = Y:Yg, 29 = Yo:Yy, ..., 2, = Y,:Y, _1 pozwalajg na wyrazenie kolejnych
wyrazow szeregu czasowego przez warto$é poczatkows Y, i wtadnie te indeksy
tancuchowe, a mianowicie:

Yi=Yo 11

Yo=Y1 2= Yo 21" 22

Y. =Y, 1%, =Yp 21 "X ... "Ly

Sumujac lewe strony réwnan otrzymuje sie:

n
i=1

Jak wida¢ sumowanie zaczyna sie od wyrazu pierwszego, a nie zerowego.
Sumujac za$§ prawe strony rownan otrzymujemy:

Yo 21+ Yo X1 X+ ... +Yo 21 X ... Ty = YolX1 + Xy - Xo+...+X1 - Lo " ... - Tp).

Wszystkie wyrazy wystepujagce w sumowanych réwnaniach sa wyrazami
rzeczywistego szeregu chronologicznego i na ich podstawie policzonych
indekséw tancuchowych. Faktyczny (rzeczywisty) szereg chronologiczny moz-
na traktowacé jako postep geometryczny o ,,zmiennym ilorazie” (cudzysiow jest
tu oczywisScie niezbedny, w matematyce bowiem ciag liczb o stalym ilorazie ko-
lejno nastepujacych elementéw ciggu nazywa sie postepem geometrycznym).

Nalezy wiec znalezé takg Srednig warto$é x teoretyczna, aby z niej i fak-
tycznego wyrazu Y, zbudowaé rownanie z wyrazow rzeczywistego szeregu roz-
wojowego, czyli
n

Y;.
i-1

Wowecezas otrzymamy:
n
SV =Y (T + T+ ..+ T")
i-1
Dzielac obie strony réwnania przez Y, i oznaczajac

n
> Y;1Y, przeza,
i—1

71



oraz zmieniajac szyk skladnikéw dodawania od maksymalnego wykladnika
potegi do minimalnego powstaje rOwnanie:

1

4"l 432 4T—a, =0,

ktore jest szczegélnym przypadkiem réwnania ogblniejszej postaci:
o™ + a1+ ..+ a,_ %2+ a,_1& + a, =0.

Te posta¢ rownania okresla sie mianem wielomianu lub funkeji cat-
kowitej wymiernej2

Poszukiwang liczbe pierwiastkéw tego rownania, czyli funkeji catkowitej
wymiernej okreSla twierdzenie Descartesa-Harriota, ktére jest szczegdlnym
przypadkiem twierdzenia Sturma (z 1829 r.), o doktadnej liczbie pierwiastkow
wielomianéw dowolnych stopni. Twierdzenie Descartesa-Harriota ma naste-
pujace brzmienie: ,Jesli ¢(x) = agx™ + a;x” -1 + ... + a, OR (x), (ag % 0) to ilosé
dodatnich pierwiastkow tego wielomianu, liczonych z wtasciwg wielokrotnos-
cig, jest rowna liczbie zmian znaku w ciggu ag, a4, ..., a, lub jest od niej mniej-
sza o liczbe parzystas.

Wielomian f(x) = " +2" +... +2% +% -a,, z ktérego rozwigzania moz-
na uzyskaé wartosé liczbowa Sredniej (przecietnej) stopy wzrostu wedle pro-
ponowanej tu metody, w ciggu ag, a4, ... ,a, ma nastepujace wartosci liczbowe:
1,1,...,1,-a,istosujgc twierdzenie Descartesa-Harriota do wystepujacych tu
konkretnych warunkéw zadania, stwierdzamy, iz liczba zmian znaku wynosi
doktadnie jeden. Azatem, rownanie to posiada doktadnie jeden pier-
wiastek rzeczywisty dodatni. I wiasnie ten jedyny pierwiastek rzeczywisty
dodatni, rozpatrywanego tu wielomianu, jest poszukiwanym ilorazem postepu
geometrycznego, czyli .

Pytanie, ktore trzeba tu niezbednie postawié¢, brzmi: jak ten pierwiastek
obliczyé¢? Problem bowiem sie komplikuje, jesli sie zwazy, iz istniejg doktadne
wzory pozyskiwania pierwiastkéw réwnan tylko dla wielomianu czwartego
stopnia. Te kwestie rozwigzano, wykorzystujac wspoéiczesng ETO, i zbudowa-
no odpowiednie tablice* Kierowano sie tu nie tylko sposobem zaradzenia
problematowi od strony merytorycznej, ale i dlatego, ze uzyteczno$¢é metody
ma sens wowczas, gdy liczenie przecietnej stopy wzrostu cechuje prostota
i szybkie uzyskiwanie wartosci liczbowych, a wiec wrecz automatyzm. Metoda
T posiada wiele wlasciwosci, a m.in. z jej tablic mozna dokonywaé¢ rachunku

2 G. M. Fichtenholz, Rachunek rézniczkowy i catkowy, t. I, wyd. IV, Warszawa 1966, s. 81.

3 A. Mostowski i M. Stark, Algebra wyzsza, cz. 2, Warszawa 1954, s. 69.

4 Tablice takie zamieszczono najpierw w mojej ksiazce Stopa wzrostu gospodarczego. Metody
liczenia, PWE, Warszawa 1973. Nastepnie ukazaly sie dwa zeszyty metodyczne GUS, nr 41 z 1980
roku oraz 75 z 1990 r. pod tytulem Tablice sredniego tempa wzrostu wedlug metody r. Najobszer-
niejszg publikacja tablic jest moja ksigzka Metoda r. Teoria i tablice, Fundacja Naukowa Taylora,
Warszawa 1993, gdzie ré6wniez w trzech jezykach (polski, rosyjski, angielski) przedstawiono zwiez-
ty wyktad teorii metody 7, jej wiasciwos$ci i sposoby korzystania z tablic dla ré6znych sposobow
przedstawiania szeregéw chronologicznych.
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przecietnego tempa wzrostu wedliug metody niewazonej $redniej geometrycz-
nej’. W tym sensie metoda r, staje sie szczegélnym przypadkiem metody 7.

I1. Przyjmujac zalozenie o multiplikatywnym charakterze zwigzku zmien-
nej zaleznej z czasem, rozwigzanie problemu uwzglednienia wszystkich wyra-
zZO6w szeregu czasowego w liczeniu przecietnego tempa wzrostu przedstawia
sie jak nizej.

Analogicznie, jak przy metodzie ¥ — gdy mamy szereg dynamiczny

to, U1, +oos tn— 1, by
Y07 Y17 [RX3} Yn—h Y’I’l

oraz indeksy tancuchowe: x; = Y1:Yg, 29 = YooYy, ..o, Xy o1 = Yy 1:Y 09, Ty, =
Y,:Y,_1, to wowczas:

Yl = Y() Al

Y2=Y1‘.’)c2=Y0'x1'.’)c2

Yn=Yn,1-ﬂcn=Y0-x1-x2-... * L
Mnozgc lewe strony réwnan otrzymuje sie

Y1~Y2~...-YW:HYi.

Natomiast mnozac prawe strony rownan mamy Yox; © YoXiZXs * ... * YoX1%...2, =
Yoy © X1%s...21%5...2,). Nalezy wiec teraz znalezé takie Z, aby przy rzeczywis-
tym Y, iz otrzymacé ten sam iloezyn co rzeczywisty, tzn.:

n
1k
1=1

Przyktadowo dla dwéch wyrazen mamy:

2
HYi = Y02(961 CXTy) = Y()29AC3
i-1

i dla trzech wyrazéw:

3

3 3.6
| |Yi = Y5 (X - 1 %g - X1X5%3) = Yo X
i=1

Jak widaé wykladnik potegi przy & jest sumg wyrazow ciggu (postepu) arytme-
tyeznego, co okresla wzor:
1+nn
5

® Por. L. Timofiejuk, Przysposobienie tablic metody 7 do rachunku wedtug metody r,, ,,Wiado-
mosci Statystyczne” 1988 nr 1.
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Zatem uogoélniajac uzyskuje sie:

A (14+n)n

n
[[Y:i =Yy2 =, awiec
i1

n
[1Y:
_i=1 .

Yo'

A d+m)n

x "

Logarytmujac, uzyskuje sie:

1 R n
ﬂlogm = > log¥; —nlogYy, a zatem
-1

n
> log¥; —nlogy,
i—1

l T =
08T 1+ n)n

2

Uwzgledniajgc zwiazek zachodzgcy miedzy wskaznikami (indeksami) i tem-
pem (stopa) wzrostu, otrzymuje sie tempo wzrostu wediug prezentowanej
metody, czyli + = - 1.

Jezeli dynamika jest prezentowana przez szereg indekséw jednopodstawo-
wych, to przyjmujac, ze podstawg jest okres (moment) zerowy i wynosi jeden
indeks x/9, a wiec nlog x19 = 1 - 0 = 0, to woéwezas otrzymuje sie:

n
log Zio
logg ==L |
1+ n)n

gdzie x;0 — indeksy jednopodstawowe.

III1. Nie sposo6b teraz nie zada¢ bardzo istotnego pytania, a mianowicie: kto-
ra z proponowanych metod 7, czy tez © prawidlowo uwzglednia wage wszyst-
kich wyrazéw szeregu rozwojowego przy liczeniu przecietnego tempa wzros-
tu? Przypomnijmy, iZ metoda 7 zaklada addytywno$é zmiennej zaleznej wzgle-
dem czasu, a metoda ©# — multiplikatywnosé.

Szeregi czasowe majg charakter multiplikatywny. Stad logiczny wniosek:
odpowiednio$é do logiki proceséw prezentowanych przez szeregi chronolo-
giczne, w liczeniu ich Sredniej dynamiki zapewnia metoda #. Ale czy rozbiez-
no$é rezultatéw uzyskanyech z metody 7 i metody 7 jest znaczaca liczbowo?
Odpowiedz jest zawsze ta sama: zalezy to od konkretnego przypadku. Ale moz-
na tu sie postuzy¢ w rozumowaniu metodg analogii. Tyczy sie ona relacji wyni-
kéw z tych samych liczb pozyskiwanych metodg Sredniej arytmetycznej i geo-
metrycznej. Jesli zatem mamy dwie liczby dodatnie a i b (a tu wlasnie w szere-
gach czasowych o takich liczbach rzecz idzie) oraz a > b, a ich $rednia arytme-
tyczna a; = (a + b):2 i geometryczna b; = m, to wiadomo, ze a; > by, a jed-
noczes$nie sg zawarte miedzy liczbami wyjSciowymi a > a; > b; > b. Wynika to z:
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m—;b)—\/ﬂzé(a—zx/ﬂw):%(\/_—\/ﬁ)z >0,
Taka jest wlasciwo$é matematyczna.

Czy jednak te rozbieznos$ci, tu juz mamy na my$li ré6znice miedzy wynikami
z rachunku wedlug metod 7 i #, bedg znaczace? W ,,normalnych” szeregach
czasowych bedg te réznice malo znaczaceb. Zatem wniosek: nie ma wiekszego
znaczenia, czy rachunek przeprowadza sie na podstawie metody 7 czy tez 7.
Decydowaé tu musza wzgledy praktyczne, np. takie, ze dla rachunku wedle
metody 7 sa zbudowane tablice.

Na miejscu bedzie takze postawienie i innego pytania: czy w rachunku
Sredniej stopy wzrostu nalezy stosowa¢ metode r,, czy tez r lub 7. Sadze, ze
metodzie 7 lub 7 ze wzgledu na uwzglednianie przez nie wszystkich wyrazow
szeregu chronologicznego przy liczeniu Sredniego tempa wzrostu nalezy sie
status okreSlany tacinskim zwrotem primus inter pares. Jednakze uwazam, ze
nalezy sie tu kierowaé logika i uzytecznoS$cia praktyczna metod, a nie nawet
najpiekniejszymi sentencjami lingwistycznymi. Nie nalezy stosowaé¢ metody
7 lub 7 w miejsce 7,. Nalezy natomiast je stosowaé Iacznie, tzn. 7 i v, lub 7 i 7y,
przez co uzyska sie poprawniejszy i bogatszy merytorycznie wglad w procesy
dynamiki procesow czy zjawisk. Rzecz w tym, ze r — 7, lub 7 — T, wskazuje
skale i kierunek odchylania sie procesé6w od wzrostu rownomiernego’, tzn.
wzrostu, gdy z okresu na okres, lub z momentu na moment mamy te sama stope
wzrostu. Moduly réznicy |T" - Tg| lub |f" — Tg| okreslaja skale nier6wnomiernosci,
znak za$ tej r6znicy okresla kierunek odchylen od procesu wzrostu réwno-
miernego. Znak minus oznacza, iz w badanym czasie musialy nastepowaé
okresy zwolnionego tempa wzrostu, czy nawet spadki absolutne rozmiaréw ba-
danej wielko$ci, natomiast znak plus oznacza, ze wystepowaly okresy przyspie-
szenia wzrostu w odniesieniu do wzrostu o statej stopie, tzn. wzrostu réwno-
miernego, rownej 7. Stwarza to mozliwosS¢ okreslenia takze wzglednej skali
nieréwnomiernos$ci, a wiec eliminacje wplywu poziomu (wysokosci) tempa
wzrostu. Miarg tego bedzie odniesienie roznicy r — 7, lub 7 — 7, do warto$ci
liczbowej tempa wzrostu obliczonego metoda 7y, a wiec wyrazenia (7 — 7,):7,
czy tez (f" -1, ) 7,- Te miary beda wyrazaly nierownomiernos¢, a wiec niedosza-
cowanie lub przeszacowanie dynamiki wzrostu przez metode 7, a zarazem
i kierunek odchylania sie od trajektorii wzrostu rownomiernego.

5 Np. Srednie miesieczne tempa wzrostu w 1992, 1993 i 1994 cen zywnoS$ci wyniosty wediug
7: 2,95%; 2,03% i 1,75%, a wedtug 7: 2,93%; 2,02% i 1,73%. 1. Timofiejuk, O poprawnag wartosé licz-
bowaq miesiecznej stopy inflacji, ,Wiadomos$ci Statystyczne” 1996 nr 1, s. 20, tabl. 5.

7 W przypadku wzrostu rownomiernego obojetna jest metoda rachunku Sredniego tempa
wzrostu, z definicji wzrostu réwnomiernego wynika bowiem T, = T = 7, a takze i Sredniej aryt-
metycznej (1,).
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Mysle, iz przedstawione w tym artykule rozwazania na temat pomiaru prze-
cietnego tempa (stopy) wzrostu dokladnie odpowiadajg sposobowi postepowa-
nia ujetemu przez Karola Marksa w sformulowaniu: , Prawda to nie tylko wy-
nik, ale takze droga”.

Abstract

Time sequences—measurement of the average dynamics

The object of considerations are here the methods of measurement of the aver-
age (mean) rate of growth, that is, the measure which expresses the dynamics of
the process or phenomenon by one number. The commonly applied method of
unweighted geometrical mean (rgy) takes into consideration only the initial and
final terms of the chronological sequence. The “middle” terms have no influence
on the numerical values obtained from the vy method. Therefore ways are pro-
posed to counteract this immanent disadvantage of the rg method. The solution
are the proposals of the author formulating the methods: a) taking into con-
sideration the sum of all the terms of the chronological sequence (?) or b) taking
into consideration the products of all the terms of the chronological sequence
(). The theory of the methods 7 and# was presented and compared with the
method 74 proving that the common application of rg and 7 or r4 and 7 creates
additional possibilities of entering into the analysis of the uniformity of dynamic
processes.
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