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Modelowanie 1 prognozowanie zmiennosci przy
uzyciu modeli opartych o zakres wahan

Tomasz Skoczylas’

Abstract

This paper shows advantages of using price range in volatility
modeling and forecasting. It is known that price range, defined as
a difference between the logarithms of the highest and the lowest
price of an asset, is a useful volatility approximation. In this paper
three different range-based models are compared with commonly
used residual-based GARCH model in terms of goodness of fit and
forecasting accuracy. Each model is estimated on daily data covering
six currency pairs quoted to PLN. Despite being equally simple
as residual-based GARCH model, range-based models generally
perform better. Forecasts generated by range-based models are more
precise, moreover they seems to better capture volatility clustering
phenomenon.
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Dynamiczny rozwdj rynkéw finansowych, oraz wigzace si¢ z nim upowszechnienie
obrotu instrumentami pochodnymi, na przestrzeni ostatnich kilku dekad, stanowia
jedna z gtdwnych przyczyn wzrostu popularnosci ekonometrii finansowej. Jednym
z centralnych punktow zainteresowania ekonometrii finansowej jest modelowanie
zmiennoS$ci stop zwrotu z aktywow finansowych. Powszechnie wiadomym jest,
ze finansowe szeregi czasowe wykazuja pewne charakterystyczne wlasnosci takie
jak: leptokurtycznos$¢ rozktaddéw stop zwrotu, czy zjawisko grupowania si¢ wa-
riancji. Jedna z pierwszych, skutecznych prob uwzglednienia tychze wlasciwosci
w modelu ekonometrycznym podjal Engle (1982). Zaproponowany przez niego
model autoregresywnej warunkowej heteroskedastycznosci, nastepnie rozwinigty
przez Bollersleva (1986), dal poczatek szerokiej klasie modeli okreslanych skro-
tem GARCH. W podobnym czasie rozwinela si¢ koncepcja modeli stochastycznej
zmiennosci (SV), zapoczatkowana w pracy Taylora (1986).

Cecha wspdlng modeli z obu wymienionych klas jest modelowanie zmien-
nosci przy uzyciu kwadratow stop zwrotu w ustalonych przedziatach czasowych
(najczesciej sa to dzienne stopy zwrotu). Podejscie takie catkowicie pomija $ciez-
ke zmian cen danego aktywa wewnatrz przyjetego przedzialu czasowego. Opisany
problem mozna rozwigza¢ estymujac model na danych wysokiej czestotliwosci,
jednakze tego typu dane sg kosztowne i w przypadku niektorych aktywow trudno
dostepne. Praktyka rynkowa wskazuje jednak, iz istnieja sposoby, przynajmniej
czgsciowego, uwzglednienia zmiennosci ,, intraday ” cen aktywa, bazujace jedynie
na powszechnie dostgpnych danych dziennych. Wystarczy tu wskazac¢ jedna z naj-
popularniejszych metod analizy technicznej: tworzenie wykresow §wiecowych,
ktore oprocz cen otwarcia i zamknigcia zawierajg rowniez informacje o najwyz-
szym i najnizszym kursie.

Wykorzystujac intuicyjng zalezno§¢ pomigdzy zakresem wahan (definiowa-
nym, jako réznica migdzy wartoscig logarytmu maksymalnej i minimalnej ceny
tegoz aktywa w okre§lonym przedziale czasowym), a zmiennoscig, badacze,
poczawszy od Parkinsona (1980), zaproponowali szereg estymatorow wariancji
opartych o t¢ miar¢. To za$ z kolei stanowilo impuls, by zaja¢ si¢ modelowaniem
zmienno$ci z wykorzystaniem zakresu wahan. Zakres wahan wykazuje wiele po-
zytecznych, z punktu widzenia modelowania ekonometrycznego, wlasnosci. Po
pierwsze cechuje si¢ wyzsza persystencjg niz kwadraty stop zwrotu — wartosci
funkcji autokorelacji sa czgsto nawet kilkukrotnie wyzsze dla zakresu wahan,
w stosunku do kwadratow stop zwrotu. Po drugie, empiryczne rozktady zakresu
wahan dajg si¢ dos¢ dobrze przyblizy¢ rozktadem lognormalnym, co oznacza, ze
modelujgc logarytm zakresu wahan mozna korzysta¢ z modeli zaktadajgcych nor-
malno$¢ reszt. Wyzej wymienione wlasnos$¢ spowodowaly, iz na przestrzeni ostat-
nich kilkunastu lat pojawito si¢ wiele publikacji prezentujacych rézne podejscia do
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zagadnienia modelowania zmiennosci z wykorzystaniem zakresu wahan. Celem
niniejszego artykulu jest zaprezentowanie czytelnikowi potencjalnych korzysci
wynikajacych z zastosowania modeli opartych o zakres wahan, w stosunku do
»tradycyjnego” podejscia. Znakomitym reprezentantem takiego ,.tradycyjnego”
podejscia jest standardowy model GARCH (1,1), ktory stanowi w niniejszej pra-
cy punkt odniesienia dla konkurencyjnych modeli wykorzystujacych zakres wa-
han. Warto podkresli¢, ze w dotychczasowych badaniach empirycznych autorzy
koncentrowali si¢ na jednej z dwoch, opisanych w rozdziale drugim, grup modeli
opartych na zakresie wahan, natomiast w niniejszej pracy zaprezentowane zostaty
wyniki dla modeli z obu tych grup. Wedle wiedzy autora jest to takze pierwsze
badanie wykorzystujagce modele zmiennosci oparte o zakres wahan dla rynkow
walutowych krajow Europy Srodkowo-Wschodniej.

W badaniu analizowane modele szacowane sg dla sze$ciu par walutowych:
EUR/PLN, USD/PLN, GBP/PLN, CHF/PLN, HUF/PLN i CZK/PLN. Cztery
pierwsze to najczesciej handlowane, zarowno na rynku kasowym (spot) jak i ter-
minowym, pary kwotowane do zlotowki', dwie ostatnie zostaly uwzglednione ce-
lem poréwnania (obrot na HUF/PLN i CZK/PLN jest zdecydowanie nizszy niz na
parach gléwnych). Wybdr korony czeskiej i wegierskiego forinta mozna dodatko-
wo uzasadni¢ faktem, iz Czechy i Wegry sg najwazniejszymi partnerami handlo-
wymi Polski w$rdd tzw. ,,nowych” panstw cztonkowskich Unii Europejskie;j.

Szacowanie wariancji w oparciu o zakres wahan

Koncepcj¢ aproksymowania zmiennosci danej cechy roznica pomiedzy jej naj-
WwyZzszg 1 najnizsza obserwowang wartoscig mozna spotka¢ juz w podstawowych
podrecznikach statystyki opisowej, gdzie roznica ta, okreslana jako rozstgp ab-
solutny, jest wymieniana wsrod pozycyjnych miar dyspersji. Jednakze dopiero
Parkinson (1980) podjat si¢ sformalizowania intuicyjnych zaleznosci pomiedzy
zakresem wahan danego aktywa, a wariancja jego stop zwrotu. Przyjmujac za-
lozenie, iz proces zmian logarytméw cen aktywa mozna opisac¢ btadzeniem loso-
wym bez dryfu, wykazat on, Zze nieobcigzonym estymatorem wariancji jest:

A 1

O-iark,t:4ln2(lnHt_lnLt)2 (1)
gdzie:
H, oznacza maksymalny kurs danego aktywa w przedziale czasowym ¢,
L, oznacza minimalny kurs danego aktywa w przedziale czasowym .

' Dane za NBP: raport ,,Obroty na rynku walutowym i rynku pozagietdowych
instrumentéw pochodnych w Polsce” za 2010 rok. Zrédto:
http://www.nbp.pl/home.aspx?f=/systemfinansowy/obroty.html
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Parkinson wskazat, ze wzgledna efektywnos$¢ takiego estymatora (zdefinio-
wana jako iloraz wariancji klasycznego estymatora skonstruowanego przy uzyciu
dziennych stop zwrotu, oraz wariancji estymatora wykorzystujacego zakres wa-
han) wynosi od 2.5 do nawet 5. Juz w tym samym roku (1980) Garman i Klass za-
proponowali estymator uwzgledniajacy dodatkowo dane dotyczace najwyzszego
i najnizszego kursu aktywa. Prace nad znalezieniem jeszcze bardziej efektywnych
(wzglednie) estymatoréow podejmowane przez kolejnych badaczy owocowaty co-
raz bardziej rozbudowanymi formutami; wsérod nich warto wymieni¢ estymatory
zaproponowane przez Rogersa i Satchella (1991), Kunimoto (1992), czy Yanga
i Zhanga (2000). Omowienie powyzszych estymatorow, wraz ze wzorami mozna
znalez¢ w opracowaniu Chou i in (2009). Obszerne porownanie wtasnosci wybra-
nych estymatoréw opartych o zakres wahan, w zestawieniu z innymi estymato-
rami wariancji, mozna znalezé w pracy Slepaczuka i Zakrzewskiego (2009), na-
lezy jednak odnotowac, iz autorzy badaja wlasno$ci estymatorow wykorzystujac
dane o wysokiej czgstotliwosci (,, intraday”). W pracach empirycznych, z obszaru
ekonometrycznego modelowania zmiennos$ci, najpowszechniej wykorzystywany
jest jednak estymator Parkinsona. Decyduje o tym gtownie fakt, iz odwotuje si¢
on wylagcznie do zakresu wahan, zdefiniowanego jako roéznica logarytméw kursu
maksymalnego i minimalnego, co czyni go prostym w uzyciu.

Wykorzystanie zakresu wahan przy modelowaniu i prognozowaniu zmien-
nosci jest stosunkowo nowym podejSciem w ekonometrii finansowej, jednakze
literatura podejmujaca ten temat jest juz dos¢ obszerna. Modele pojawiajace si¢
w tychze pracach, z punktu widzenia metodologicznego, mozna podzieli¢ na dwie
grupy: modele, w ktoérych zmienng prognozowang jest zakres wahan, oraz: mode-
le, w ktorych zmienng prognozowang jest wariancja stop zwrotu

W przypadku modeli z pierwszej grupy, wnioskowanie nt. zmienno$ci odbywa
si¢ posrednio: wpierw prognozowany jest zakres wahan, na tej podstawie, przy
uzyciu odpowiednich estymatorow badz przeksztatcen, otrzymywane sg prognozy
wariancji. Wsérod modeli z tej grupy znajdziemy m.in. rozmaite wersje modeli kla-
sy ARMA (np.:Asai i Brugal (2012), czy Wang i Roberts (2004) ). Bez watpienia
jednym z najciekawszych modeli opisujacych dynamike zakresu wahan jest mo-
del CARR (ang. ,, Conditonal Autoregressive Range ) zaproponowany przez Chou
(2005). Podstawowa posta¢ modelu CARR(p, ¢) wyglada nastgpujaco:

/ltza)-i-z a R _+ B, )

O btedzie losowym ¢, zaktada si¢, ze pochodzi z rozktadu okreslonego dla liczb
nieujemnych, o sredniej 1. Chou sugeruje przyjecie rozktadu wyktadniczego, ale
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mozliwe jest takze zastosowanie rozktadu gamma, badz Weibulla. Model CARR
w duzym stopniu przypomina model GARCH, z tym, ze w pierwszym przypadku
modelowana jest warunkowa $rednia, za§ w drugim, warunkowa wariancja. Chou
proponuje takze rozmaite rozszerzenia modelu CARR, m.in. model CARR-X
z dodatkowymi, egzogenicznymi zmiennymi objasniajacymi, czy asymetryczny
model CARR, gdzie zakres wahan dzielony jest na zakres gorny (powyzej po-
ziomu otwarcia) i zakres dolny (ponizej poziomu otwarcia) — tu z kolei widoczne
jest pewne podobienstwo do modelu GJR-GARCH. Blizniaczy do modelu CARR
model prezentuje w swojej pracy takze Mapa (2003), jedyna réznicg w stosunku
do modelu Chou jest zastgpienie zakresu wahan odchyleniem standardowym poli-
czonym jako pierwiastek kwadratowy estymatora wariancji Parkinsona’.

Modele wykorzystujace zakres wahan do bezposredniego prognozowania wa-
riancji stop zwrotu sa w przewazajacej wickszo$¢ modyfikacjami znanych juz mo-
deli opartych o kwadraty stop zwrotu. Podobnie zatem, mozna je podzieli¢ na dwie
klasy: modeli zmiennos$ci stochastycznej (SV) opartych o zakres wahan, oraz mo-
deli z rodziny GARCH. Wspo6lnag ich cechg jest to, ze wykorzystuja rownoczes$nie
informacje zawarte w szeregach czasowych zakresu wahan i dziennych stop zwro-
tu co, teoretycznie, powinno stanowi¢ ich przewage nad modeli opartymi tylko
o zakres wahan. Jako pierwsi model SV wykorzystujacy logarytm zakresu wahan
zaproponowali Alizadeh, Brandt i Diebold (2002). Autorzy w swej pracy zwrocili
uwagg na bardzo pozyteczng wlasno$¢ logarytmu zakresu wahan — otdz daje si¢ on
dobrze przyblizy¢ rozktadem normalnym. Ta cecha znacznie utatwia proces esty-
macji modelu (metodg quasi-MNW), a takze korzystnie wplywa na jako$¢ genero-
wanych w modelu prognoz. Modele klasy GARCH wykorzystujgce zakres wahan,
r6znig si¢ od swoich odpowiednikéw opartych na kwadratach stop zwrotu rowna-
niem warunkowej wariancji. Koncepcja jest stosunkowo prosta: wystarczy zasta-
pi¢, w rbwnaniu warunkowej wariancji, estymator oparty o stope zwrotu, bardziej
efektywnym estymatorem wariancji (lub jego arytmetycznym przeksztalceniem).
Wsréd modeli tego typu warto wskaza¢ modele: REGARCH (ang. “Range-based-
-EGARCH”), zaprezentowany w pracy Brandta i Jonesa (2006), oraz GARCH-TR
autorstwa Fiszedera (2005). Model REGARCH jest modyfikacja dobrze znanego
modelu EGARCH (ang. ,, Exponential GARCH ", patrz: Nelson (1991)), za§ w mo-
delu GARCH-TR zastagpiono, w rownaniu warunkowej wariancji, kwadraty sto-
py zwrotu, przeskalowanym prawdziwym zakresem wahan (ang. ,, True Range”).
Prawdziwy zakres wahan (TR) zostat, w pracy Fiszedera, zdefiniowany jako:

> W czysto matematycznym sensie jest to zakres wahan pomnozony przez okreslona,
dodatnig statq.
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gdzie H, i L,;to odpowiednio: najwyzszy i najnizszy kurs w okresie ¢, za$ C;
to cena zamknigcia w okresie #-1. Bardzo eleganckim i przejrzystym w zapisie
jest model RGARCH przedstawiony w pracy Molnara (2011). Autor wykorzystuje
w nim estymator Parkinsona i formutuje nast¢pujace réwnanie warunkowej wa-
riancji:

_ ~2
ht—a)-i-aapark,t_l-i-ﬁh

(4)

t—1

Powyzsza specyfikacja modelu RGARCH wykorzystuje autoregresyjne wila-
sno$ci kwadratu zakresu wahan (estymator Parkinsona to kwadrat zakresu wahan
pomnozony przez okreslona, dodatnig statg), nie zas samego zakresu wahan. Czg-
sto okazuje si¢ jednak, ze nieliniowe przeksztalcenia zmiennych zaburzajg tego
typu wlasnos$ci i zmniejszajg wartosci funkcji autokorelacji (ACF) szeregow cza-
sowych tychze zmiennych.

Tabela 1. Réznice pomiedzy warto$ciami funkcji ACF dla zakresu wahan i
kwadratu zakresu wahan
LAG EUR/PLN | USD/PLN | GBP/PLN | CHF/PLN | HUF/PLN | CZK/PLN
0,0792 0,0618 0,0470 0,2416 0,0919 0,0674
0,1062 0,0810 0,0685 0,2333 0,1392 0,1207
0,1158 0,0667 0,0771 0,2409 0,1062 0,1080
0,0992 0,0403 0,0695 0,2296 0,0829 0,0734
0,0778 0,0623 0,0248 0,2244 0,0582 0,0859
0,1062 0,0879 0,0649 0,2333 0,0966 0,1129

Zrédto: Opracowania wiasne.

Q[N AW |-

W przypadku niniejszego badania, dla wszystkich analizowanych par waluto-
wych okazato sig, ze warto$ci funkcji autokorelacji dla zakresu wahan sg wyzsze niz
dla kwadratu zakresu wahan. Ilustruje to tabela 1, w ktorej kolumnach, dla poszcze-
golnych par walutowych, przedstawione sg réznice pomigdzy wartoscig funkcji au-
tokorelacji zakresu wahan, a wartoscig funkcji autokorelacji dla kwadratu zakresu
wahan. Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku kazdej z par przynajmniej do 6 opdz-
nienia wilacznie funkcja autokorelacji zakresu wahan przyjmuje wyzsze wartosci.
Powyzsza obserwacja uzasadnia wprowadzenie alternatywnej specyfikacji modelu
RGARCH (w dalszej czesci tekstu oznaczanego jako RGARCH(sd)), w ktorym
miejsce rOwnania warunkowej wariancji zajmuje rownanie warunkowego odchyle-
nia standardowego. Model RGARCH(sd) mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob:



Ekonomia nr 35/2013 71

rt=,u+8t
8t~N(O,sdt2) ()

sd =w+ao +psd,_

Park ,t—1 1

gdzie: r to logarytmiczna stopa zwrotu, op,,; to odchylenie standardowe poli-
czone jako pierwiastek kwadratowy estymatora wariancji Parkinsona (okre§lone-
go wzorem (1)), sd to warunkowe odchylenie standardowe, za$ ¢ — btad losowy
pochodzacy z rozktadu normalnego.

Wyniki badania

W niniejszej pracy porownywane sg wilasnosci czterech, szerzej oméwionych
w poprzednim rozdziale, modeli zmiennosci:

— standardowego modelu GARCH (1,1) z rozktadem normalnym

— modelu CARR (1,1) z rozktadem wyktadniczym

— modelu RGARCH (1,1) z warunkowym réwnaniem wariancji i rozktadem

normalnym

— modelu RGARCH(sd) (1,1) z warunkowym réwnaniem odchylenia stan-

dardowego i rozktadem normalnym

Przy doborze modeli do poréwnania kierowano si¢ przede wszystkim zasada,
iz modele konkurencyjne wobec modelu GARCH (1,1), nie powinny by¢ istotnie
bardziej rozbudowane czy skomplikowane. W przeciwnym bowiem razie, korzyst-
niejsze rezultaty osiggane przez modele oparte o zakres wahan, mogtyby by¢ skut-
kiem ich bardziej kompleksowej struktury, a nie zastosowania innej formy apro-
ksymacji zmiennosci. Wybor modelu CARR i dwoch postaci modelu RGARCH,
byt o tyle naturalny, Ze ich wewnetrzna struktura bardzo przypomina standardowy
model GARCH. Dzigki temu analizowane modele maja podobny stopien ztozo-
nosci.

Wszystkie wymienione powyzej modele estymowane sa Metoda Najwick-
szej Wiarogodnosci na danych sktadajacych si¢ z szeregow czasowych dzien-
nych notowan szesciu par walutowych: EUR/PLN, USD/PLN, GBP/PLN, CHF/
PLN, HUF/PLN i CZK/PLN. Dane zawieraja kwotowania kursow otwarcia, za-
mknigcia, kursu najwyzszego i najnizszego z okresu od 3 pazdziernika 2006 do
1 pazdziernika 2012, i pochodzg z bazy danych serwisu internetowego stooq.pl’.
Na podstawie pierwotnych wartosci szeregéw policzono dzienne, logarytmiczne
stopy zwrotu, oraz dzienny zakres wahan zdefiniowany jako roznica logarytmow
kursow najwyzszego i najnizszego. Wartosci logarytmicznych stop zwrotu i dzien-

> www.stooq.pl
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nego zakresu wahan, dla wygody obliczen, wyrazono w punktach procentowych?.
Powyzsze dane postuzyly do oszacowania parametrow poszczegoélnych modeli,

wyniki estymacji zaprezentowane sg w tabelach 2-5.

Tabela 2. Oszacowania parametrow modelu GARCH (1,1)

Parametry modelu GARCH

Para omega alfa beta

EUR/PLN 0,0037 0,0793 0,9139
USD/PLN 0,0102 0,0683 0,9248
GBP/PLN 0,0064 0,0621 0,9308
CHF/PLN 0,0063 0,0765 0,9177
HUF/PLN 0,0048 0,0674 0,9179
CZK/PLN 0,0108 0,0950 0,8767

Zrodto: Opracowania wilasne.

Tabela 3. Oszacowania parametrow modelu CARR (1,1)

Parametry modelu CARR
Para omega alfa beta
EUR/PLN 0,0145 0,1989 0,7852
USD/PLN 0,0112 0,1415 0,8510
GBP/PLN 0,0125 0,1603 0,8299
CHF/PLN 0,0164 0,1813 0,8051
HUF/PLN 0,0112 0,1715 0,8161
CZK/PLN 0,0163 0,1659 0,8169

Zrodto: Opracowania wilasne.

Tabela 4. Oszacowania parametrow modelu RGARCH (1,1)

Parametry modelu RGARCH

Para omega alfa beta

EUR/PLN 0,0103 0,1603 0,8538
USD/PLN 0,0223 0,1496 0,8841
GBP/PLN 0,0345 0,1575 0,8436
CHF/PLN 0,0166 0,1467 0,8760
HUF/PLN 0,0461 0,2053 0,7134
CZK/PLN 0,0635 0,2493 0,6443

Zrodto: Opracowania wtlasne.

* Np. stopa zwrotu réwna 1.2 oznacza wzrost kursu o 1.2%.
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Tabela 5. Oszacowania parametrow modelu RGARCH(sd) (1,1)

Parametry modelu RGARCH(sd)

Para omega alfa beta

EUR/PLN 0,0143 0,1784 0,8320
USD/PLN 0,0293 0,1652 0,8509
GBP/PLN 0,0374 0,1665 0,8258
CHF/PLN 0,0150 0,1605 0,8571
HUF/PLN 0,0635 0,2369 0,6940
CZK/PLN 0,0711 0,2202 0,7013

Zrodto: Opracowania wilasne.

Bez watpienia, uwagg zwraca fakt, ze oszacowania parametru alfa, odzwier-
ciedlajacego wptyw najnowszych informacji na warunkowa wariancje, sg zdecy-
dowanie wyzsze w przypadku modeli wykorzystujacych zakres wahan. Oznacza
to, ze modele te reaguja relatywnie szybciej na zmieniajace si¢ warunki rynkowe,
ale moze tez prowadzi¢ do generowania zawyzonych lub zanizonych prognoz. Ob-
serwacja ta zgodna jest z wnioskami zawartymi w pracy Molnara (2011), a tak-
ze z empirycznie obserwowalnym faktem wyzszej, niz w przypadku kwadratow
stop zwrotu, persystencji zakresu wahan. Warto takze zauwazy¢, ze w przypadku
modeli RGARCH i RGARCH(sd) oszacowania parametru alfa wyraznie dzielg
analizowane pary walut na dwie grupy: w przypadku czterech glownych par walu-
towych oszacowania te przyjmujg wartosci ok. 0.15-0.17, natomiast dla par HUF/
PLN i CZK/PLN parametr alfa wynosi juz ponad 0.2.

Na podstawie uzyskanych oszacowan parametréw modeli wygenerowane zo-
staty prognozy warunkowych wariancji. W przypadku modelu CARR uzyskano
prognozy warunkowego zakresu wahan, dopiero na ich podstawie policzono, przy
zastosowaniu estymatora Parkinsona, prognozy warunkowej wariancji. Oceny
prognoz mozna dokonac¢ stosujac klasyczne miary jakoSci prognoz takie jak: sred-
ni blad kwadratowy (MSE), $redni btad absolutny (MAE), $redni wzgledny btad
prognozy (MAPE), badZ skorygowany $redni wzgledny btad prognozy (AMAPE).
Czesto dokonuje si¢ takze regresji zmiennej prognozowanej na uzyskanych pro-
gnozach i analizuje konkurencyjne modele pod wzglgdem wielko$ci wspotczynni-
ka determinacji R>. W zamieszczonych ponizej tabelach znajduja si¢ zestawienia
wyzej wymienionych miar dla prognoz uzyskanych w rozpatrywanych modelach.
W ninigjszej pracy, otrzymane prognozy porownywane sg z dwoma rodzajami em-
pirycznych warto$ci zaobserwowanej zmienno$ci. Pierwsza z nich jest kwadrat
dziennych, logarytmicznych stop zwrotu, drugg za§ wartosci estymatora Parkinso-
na policzonego przy uzyciu dziennego kursu maksymalnego i minimalnego zgod-
nie ze wzorem (1). Ze wzgledu na fakt, iz kwadrat logarytmicznej stopy zwrotu
w pewnych przypadkach przyjmuje wartos¢ 0, w badaniu zrezygnowano z porow-
nywania modeli pod katem $redniego wzglednego bledu prognozy (MAPE). Przyj-
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rzyjmy si¢ wpierw tabeli 6, ktora zawiera wartosci bledow sredniokwadratowego
i $redniego, absolutnego, policzonych przy uwzglgdnieniu kwadratéw stop zwrotu
jako warto$ci empirycznych zaobserwowanej zmiennosci.

Tabela 6. WartoSci statystyk MSE i MAE policzonych przy uzyciu
kwadratow stop zwrotu

MSE MAE

)

== = - =

o Bl g | B % | B g |88
028 |Sa| 2| 2| & | &

o o & 2| O 3 & &

EUR/PLN | 1,3269 | 1,3181 | 1,3407 | 1,3312 | 0,5329 | 0,4873 | 0,5367 | 0,5336
USD/PLN | 6,9429 | 7,0611 | 6,8897 | 6,8552 | 1,3504 | 1,1998 | 1,3475 | 1,3399
GBP/PLN | 2,0515 | 2,0020 | 2,0153 | 1,9968 | 0,8000 | 0,7233 | 0,7854 | 0,7782
CHF/PLN | 6,4195 | 6,4082 | 6,4647 | 6,3787 | 1,0283 | 0,8996 | 1,0271 | 1,0131
HUF/PLN | 0,9744 | 0,9465 | 0,9290 | 0,9400 | 0,3783 | 0,3767 | 0,3722 | 0,3713
CZK/PLN | 1,3005 | 1,2559 | 1,2481 | 1,2480 | 0,4194 | 0,4162 | 0,4093 | 0,4031

Zrbdto: Opracowania wiasne.

Pogrubiong czcionkg zaznaczone sg najnizsze warto§ci MSE i MAE dla po-
szczegolnych par walutowych. Jak wida¢, modele oparte o zakres wahan generalnie
przyjmujg nizsze wartosci btedow $redniokwadratowego i $redniego absolutnego,
niz model GARCH. Podobne wnioski mozna wyciagna¢ analizujgc tabele 7, zawie-
rajacag wartosci statystyk MSE 1 MAE policzonych z wykorzystaniem estymatora
Parkinsona do wyznaczenia warto§ci empirycznych zaobserwowanej zmiennosci.
W tym przypadku zdecydowanie najlepiej radzi sobie model CARR. Nie powinno to
jednak szczegodlnie dziwi¢: estymator Parkinsona oparty jest wylacznie na dziennym
zakresie wahan — zmiennej modelowanej w modelu CARR.
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Tabela 7. Wartosci statystyk MSE i MAE policzonych przy uzyciu
estymatora Parkinsona

MSE MAE
3 g
= = o =
Para = O O = Q O
o 2 & & o ~ & &
S 23| ¢ | 22 5|5
O S & & ) 3 & &

EUR/PLN | 0,4603 | 0,4326 | 0,4513 | 0,4417 | 0,3172 | 0,2701 | 0,3140 | 0,3108
USD/PLN | 1,3018 | 1,1538 | 1,4321 | 1,3490 | 0,7292 | 0,5381 | 0,7286 | 0,7139
GBP/PLN | 0,7901 | 0,6353 | 0,6363 | 0,6267 | 0,4841 | 0,3926 | 0,4480 | 0,4429
CHF/PLN | 2,3264 | 2,1646 | 2,3817 | 2,2542 | 0,6128 | 0,4732 | 0,6107 | 0,5922
HUF/PLN | 0,2570 | 0,2440 | 0,2507 | 0,2574 | 0,2187 | 0,2076 | 0,2099 | 0,2103
CZK/PLN | 0,3277 | 0,2751 | 0,2858 | 0,2975 | 0,2566 | 0,2309 | 0,2328 | 0,2315

Zrodto: Opracowania wilasne.

Model CARR wykazuje swoja wyzszos¢ takze w przypadku skorygowane-
go sredniego wzglednego btedu prognozy. W tabeli 8 przedstawione sg wartosci
statystyki AMAPE przy uzyciu jako warto$ci zaobserwowanych odpowiednio:
kwadratow logarytmicznych stéop zwrotu (oznaczone jako AMAPE (reszty)), oraz
estymatora Parkinsona (odpowiednio: AMAPE (Parkinson)).

Tabela 8. Wartosci statystyki AMAPE

AMAPE (reszty) AMAPE (Parkinson)
3 3
= = = =
Para == Q Q = Q Q
® [~ &~ & ®) é &~ &~
£33 || %3¢
&) ) =7 & &) ®) & 4

EUR/PLN | 0,5589 | 0,5407 | 0,5539 | 0,5542 | 0,3369 | 0,2832 | 0,3240 | 0,3237
USD/PLN | 0,5568 | 0,5354 | 0,5504 | 0,5510 | 0,3618 | 0,2790 | 0,3472 | 0,3475
GBP/PLN | 0,5474 | 0,5252 | 0,5386 | 0,5380 | 0,3263 | 0,2643 | 0,3048 | 0,3045
CHF/PLN | 0,5683 | 0,5440 | 0,5610 | 0,5598 | 0,3607 | 0,2861 | 0,3475 | 0,3465
HUF/PLN | 0,5657 | 0,5597 | 0,5613 | 0,5624 | 0,2850 | 0,2561 | 0,2665 | 0,2661
CZK/PLN | 0,5662 | 0,5607 | 0,5607 | 0,5634 | 0,2895 | 0,2579 | 0,2595 | 0,2608

Zrddto: Opracowania wlasne.
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Analizujac statystyki btedow prognoz tatwo zauwazy¢, ze model CARR wy-
raznie dominuje w przypadku MAE i AMAPE, traci jednak swoja przewagg przy
MSE. Z obserwacji tej mozna wyciagnac¢ wniosek, iz model CARR wykazuje lep-
sze wlasno$ci prognostyczne w okresach niskiej i umiarkowanej wariancji, nato-
miast generuje relatywnie wicksze btedy dla wysokich wartosci zaobserwowanej
zmiennosci.

Nalezy stwierdzi¢, ze modele oparte o zakres wahan generalnie lepiej wypa-
dly pod wzgledem zastosowanych miar btedow prognoz, niz, referencyjny w tym
badaniu, model GARCH. Wniosek ten jest zbiezny z wynikami prezentowany-
mi w literaturze. Fiszeder (2005) porownuje model GARCH-TR z ponad dwu-
dziestoma innymi modelami prognostycznymi dla zmiennosci (m. in. EGARCH,
GARCH-t czy SV) pod katem réznych miar trafnosci prognoz, nalezy przy tym
podkresli¢, ze jest to jedyny w tym zbiorze model oparty o zakres wahan. Badanie
przeprowadzone dla indeksu WIG20 i spotki PKN Orlen wyraznie pokazuje, ze
model GARCH-TR jest jedna z metod generujacych najbardziej trafne prognozy.
Do podobnych wnioskow dochodzi takze Molnar (2011). W swojej pracy porow-
nuje on ze sobg modele RGARCH (1,1) i GARCH (1,1) dla notowan 30 spotek
indeksu Dow Jones Industrial Average, oraz dla 6 indeksow gietdowych ( CAC40,
DAX, Nikkei, FTSE100, DJI, oraz NASDAQ100 ) i stwierdza, ze model oparty
o zakres wahan konsekwentnie lepiej wypada od standardowego modelu GARCH
pod wzgledem jakosci prognoz. Z kolei w badaniu Mapa (2003) modelowana jest
zmienno$¢ pary walutowej USD/PHP (dolar amerykanski do filipinskiego peso),
przy uzyciu roznych specyfikacji modelu GARCH, oraz modelu analogicznego do
modelu CARR. Mapa poréwnuje modele przy zastosowaniu r6znych miar btedu
prognozy (m.in MSE, oraz MAE) i, podobnie jak wcze$niej wymienieni autorzy,
stwierdza, iz model wykorzystujacy zakres wahan wypada lepiej pod katem przy-
jetych kryteriow oceny modeli.

Przygladajac si¢ wynikom zaprezentowanym w tabelach 6, 7 i 8, tatwo do-
strzec, ze model RGARCH(sd) w wigkszo$ci przypadkow wypada nieznacznie,
ale jednak korzystniej niz RGARCH. Warto jednak zastanowi¢ si¢ czy rdznice
pomiedzy prognozami generowanymi przez te dwa modele sg statystycznie istot-
ne. W tym celu mozna postuzy¢ si¢ testem Diebolda-Mariano. Zastosowana w ni-
niejszym badaniu wersja testu DM zaktada kwadratowa funkcje straty. Hipoteza
zerowg testu jest brak statystycznej istotnosci réznic prognoz, hipoteza alterna-
tywna zaktada, Zze btedy prognoz w modelu RGARCH(sd) sg istotnie nizsze niz
w modelu RGARCH. Podobnie jak wczesniej test jest przeprowadzony raz przy
uzyciu kwadratow reszt jako warto$ci empirycznych i drugi raz z wykorzysta-
niem estymatora Parkinsona. Wyniki testu znajduja si¢ w tabeli 9. Przy zalozeniu
jednostronnej wersji testu, warto$¢ krytyczna na poziomie istotnosci 5% wynosi
-1.6449, w tabeli pogrubiong czcionkg zaznaczone nizsze wartosci, pozwalajace
odrzuci¢ hipoteze zerowa przy poziomie istotnosci 0.05. Okazuje sig¢, ze dla gtow-
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nych par walutowych réznice w generowanych prognozach, na korzys¢ modelu
RGARCH(sd), sa statystycznie istotne.

Tabela 9. WartoSci testu Diebolda-Mariano dla pary model: RGARCH(sd)

vs RGARCH
Para Kwadraty reszt Estymator Parkinsona
EUR/PLN -1,6559 -2,2570
USD/PLN -1,0101 -4,4872
GBP/PLN -1,7705 -1,3298
CHF/PLN -1,9137 -2,9204
HUF/PLN 0,6943 1,9624
CZK/PLN -0,0053 1,8101

Zrodto: Opracowania wilasne.

W tabelach 10 i 11 zamieszczone sg warto$ci wspotczynnika R* z regresji zmiennych
prognozowanych (odpowiednio: kwadratow logarytmicznych stop zwrotu i wartosci
estymatora Parkinsona) na uzyskanych z modeli prognozach wariancji warunkowych.

Tabela 10. Wartos$ci wspélczynnika R* w regresji dziennych stop zwrotu na
prognozach wariancji

Para GARCH CARR RGARCH | RGARCH(sd)
EUR/PLN 0,1852 0,1970 0,1964 0,1973
USD/PLN 0,1490 0,1619 0,1613 0,1627
GBP/PLN 0,1654 0,1933 0,1939 0,1945
CHF/PLN 0,1213 0,1325 0,1253 0,1316
HUF/PLN 0,1264 0,1514 0,1708 0,1648
CZK/PLN 0,0658 0,0972 0,1011 0,1022

Zrodto: Opracowania wilasne.

Tabela 11. Warto$ci wspolczynnika R* w regresji warto$ci estymatora
Parkinsona na prognozach wariancji

Para GARCH CARR RGARCH |RGARCH(sd)
EUR/PLN 0,4520 0,4939 0,4807 0,4852
USD/PLN 0,4638 0,4755 0,4630 0,4760
GBP/PLN 0,3876 0,5135 0,5121 0,5148
CHF/PLN 0,2714 0,3137 0,2814 0,3047
HUF/PLN 0,4386 0,4636 0,4602 0,4624
CZK/PLN 0,3676 0,4693 0,4571 0,4703

Zrédto: Opracowania wiasne.
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Tym razem pogrubiong czcionka wyrdznione sg najwyzsze warto$ci. Po raz
kolejny modele oparte na zakresie wahan wypadajg korzystniej niz standardowy
model GARCH, co takze znajduje potwierdzenie we wnioskach zawartych w wy-
zej przytoczonych pozycjach literatury. Nalezy w tym miejscu podkreslic duze
réznice w przyjmowanych wartosciach w zaleznosci od wyboru zmiennej trak-
towanej jako empiryczna realizacja zmiennoS$ci: dla kwadratow dziennych stop
zwrotu warto$ci wspolczynnika R* nie przekraczajg 20%, podczas gdy dla warto-
$ci policzonych z wykorzystaniem estymatora Parkinsona wspdtczynnik ten ro$nie
nawet do ponad 50%. Co jednak ciekawe, nawet przy uzyciu estymatora Parkinso-
na, model CARR nie dominuje juz tak, jak miato to miejsce w przypadku statystyk
MSE i MAE policzonych dla wartosci uzyskanych przy pomocy tegoz estymatora.

Dobry model zmienno$ci powinien objasnia¢ zjawisko grupowania si¢ warian-
cji stop zwrotu, co zazwyczaj sprawdza si¢ testem na wystepowanie autokorelacji
wsrod kwadratow standaryzowanych reszt. Najpopularniejszym testem diagno-
stycznym tego typu jest test Ljunga-Boxa. W tescie tym, przy pomocy statystyki
Q (o rozktadzie Chi-kwadrat) weryfikowana jest hipoteza o braku autokorelacji
wsrod kwadratow reszt do okreslonego opodznienia wiacznie. W niniejszej pracy
kwadraty standaryzowanych reszt sg testowane pod katem wystepowania autoko-
relacji do 6 op6znienia wlacznie. W tabeli 12 zamieszczone sa wartosci p-value
testu Ljunga Boxa dla standaryzowanych reszt ze wszystkich analizowanych mo-
deli i dla kazdej z rozpatrywanych par walutowych. W przypadku kazdego z ana-
lizowanych modeli, nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o braku au-
tokorelacji wsrod kwadratéw standaryzowanych reszt na poziomie istotnosci 5%.
Jednakze zwigkszenie poziomu istotnosci do 10% spowodowatoby, ze w przy-
padku modelu CARR dla pary walutowej HUF/PLN nalezatoby hipoteze zerowa
odrzucic.

Tabela 12. WartoSci p-value testu Ljunga-Boxa na wystepowanie
autokorelacji w§rod kwadratow standaryzowanych reszt

Para GARCH CARR RGARCH RGARCH(sd)
EUR/PLN 0,2317 0,6040 0,6309 0,6435
USD/PLN 0,2893 0,6061 0,4917 0,5113
GBP/PLN 0,1646 0,7579 0,7718 0,7612
CHF/PLN 0,1198 0,7390 0,5029 0,5212
HUF/PLN 0,2061 0,0721 0,2866 0,2471
CZK/PLN 0,5785 0,1205 0,4407 0,2538

Zrodto: Opracowania wilasne.

Analizujac wyniki z tabeli 12 mozna stwierdzi¢, ze modele oparte o zakres
wahan lepiej uchwycity zjawisko grupowania wariancji niz standardowy model
GARCH. Warto jednak zauwazy¢, ze o ile dla modeli RGARCH i RGARCH(sd)
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warto$ci p-value testu Ljunga-Boxa sa wysokie 1 do$¢ stabilne (w zadnym przy-
padku p-value nie spada ponizej poziomu 0.2), o tyle w przypadku modelu CARR
mozna podzieli¢ probg na dwie grupy: waluty gtowne — dla ktorych wartosci p-va-
lue sg wysokie, oraz pary HUF/PLN i CZK/PLN — gdzie p-value sa znaczaco niz-
sze.

Podsumowanie

W powyzszej pracy dokonano poréwnania trzech modeli opartych o zakres wa-
han (CARR, RGARCH i RGARCH(sd)) z referencyjnym modelem GARCH. Wy-
korzystane dane obejmowaly kwotowania sze$ciu par walutowych: EUR/PLN,
USD/PLN, CHF/PLN, GBP/PLN, HUF/PLN i CZK/PLN w okresie od 3 pazdzier-
nika 2006 do 1 pazdziernika 2012. Celowos¢ wykorzystania zakresu wahan, zde-
finiowanego jako réznica logarytméw kurs6w maksymalnego i minimalnego, jako
aproksymacji zmiennosci jest dobrze udokumentowana w literaturze, poczawszy
od estymatoréw wariancji (m.in. Parkinson (1980), Garman i Klass (1980)), po-
przez modele zmiennosci stop zwrotu oparte o zakres wahan (m.in. Brandt i1 Jo-
nes (2006), Fiszeder (2005)), az po modele opisujace dynamike zakresu wahan,
na podstawie ktorych mozna konstruowac¢ prognozy zmiennosci (Chou (2005)).
W zdecydowanej wickszo$¢ publikacji dotyczacych prognozowania zmiennosci
stop zwrotu przy uzyciu modeli opartych o zakres wahan autorzy podkreslaja, ze
uwzglednienie tych dodatkowych informacji o zmiennosci cen aktywa, ktore za-
wiera w sobie zakres wahan, istotnie poprawia trafno$¢ generowanych prognoz.
Wyniki niniejszego badania wyraznie potwierdzaja rezultaty dotychczasowych
prac. Dla analizowanych w tym artykule szeregéw czasowych modele oparte o za-
kres wahan wykazaly zdecydowanie lepsze dopasowanie do danych empirycznych
niz model GARCH(1,1), pomimo niemal identycznego stopnia ztozonosci 1 bar-
dzo podobnej wewnetrznej struktury. Nie ulega zatem watpliwosci, iZ poprawa
jakosci generowanych prognoz wynika wiasnie z uzycia zakresu wahan jako apro-
ksymacji zmiennos$ci. Oczywiscie nie nalezy wyciagac¢ z powyzszych obserwacji
nazbyt ogdlnych wnioskow. Warto pamietac, iz niniejsze badanie przeprowadzone
zostalo dla specyficznego rynku, jakim jest rynek walutowy, gdzie wielko$¢ obrotu
zapewnia pelng ptynnos¢. Kwestia ptynnosci z pewnoscig nie jest bez znaczenia,
co zreszta wida¢ po wynikach powyzszego badania, w ktérym kilkukrotnie mozna
bylo zauwazy¢ tworzenie si¢ dwoch grup: pierwszej, ktora obejmowata waluty
gtowne, oraz drugiej, w ktorej sktad wchodzity pary HUF/PLN i CZK/PLN. Dla
czterech, najbardziej ptynnych par walutowych najlepsze wyniki osiggat model
CARR, jednak w przypadku wegierskiego forinta i czeskiej korony nie byto to juz
tak oczywiste. Godnym odnotowania jest takze fakt, iz zaproponowany w tej pracy
model RGARCH z réwnaniem warunkowego odchylenia standardowego (ozna-
czany jako RGARCH(sd)), generalnie okazat si¢ lepszy niz jego odpowiednik wy-
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korzystujacy rownanie warunkowej wariancji. R6znice pomigdzy obydwoma byty
co prawda niewielkie, ale systematycznie na korzy$¢ modelu RGARCH(sd).

Z cala pewnoscig empiryczne wlasnosci zakresu wahan, jak rowniez obiecu-
jace wyniki modelowania zmiennoS$ci przy jego uzyciu zachecaja do dalszych ba-
dan nad tg metoda modelowania i prognozowania zmienno$ci. W szczegdlnosci
potrzebne sg kolejne badania dla innych klas aktywow, na réznych, takze mniej
ptynnych, rynkach. Kolejng wazng kwestig jest odpowiedZ na pytanie czy modele
oparte o zakres wahan $cisle dominujg nad modelami wykorzystujacymi kwadraty
stop zwrotu. Zdecydowana wigkszo$¢ stosowanych miar bledéw prognoz pokazu-
je usrednione wartosci, ktorych poréwnanie przemawia na korzy$¢ modeli opar-
tych o zakres wahan. Nie jest jednak wykluczone, ze na przestrzeni catej proby
mozna wskaza¢ okresy, w ktorych zaobserwujemy odwrotng zaleznos$¢. By¢ moze
warto zatem podjac probg zbudowania modeli hybrydowych, badZ zaproponowa-
nia takich algorytméw konstruowania prognozy, ktore uwzglednialyby oba pode;j-
$cia w modelowaniu zmiennosci.
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