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Wstêp
Fizyka, ekonomia i matematyka to dziedziny nauki, które w wyniku po-

³¹czenia zaowocowa³y powstaniem interdyscyplinarnej w ostatnich latach
prê¿nie rozwijaj¹cej siê dyscypliny naukowej zwanej ekonofizyk¹. Jest to
dziedzina, która wykorzystuje wielkie doœwiadczenie i narzêdzia fizyki dla
potrzeb wyjaœniania i modelowania szeroko rozumianych zjawisk ekonomicz-
nych. Rynki finansowe oferuj¹ niezwykle bogat¹ bazê danych i generuj¹ wie-
le interesuj¹cych zjawisk, które obecnie stanowi¹ wielkie wyzwanie tak¿e dla
fizyków. Œwiat finansów, bêd¹cy jednym z najbardziej z³o¿onych, samoorga-
nizuj¹cych siê systemów, stawia wiele interesuj¹cych pytañ, na które fizyka
w ostatnich latach stara siê odpowiedzieæ. Nale¿y jednak pamiêtaæ, ¿e zwi¹-
zek miêdzy fizyk¹ a ekonomi¹ zacz¹³ siê o wiele wczeœniej. Pierwsze prace
naukowe pojawi³y siê ju¿ na prze³omie XIX i XX wieku, kiedy to L. Bachelier
[1900] w 1900 roku zaproponowa³ pierwszy model dynamiki cen akcji, który —
jak siê póŸniej okaza³o — by³ analogiczny do modelu opisuj¹cego stochastycz-
ny ruch cz¹stki Browna, czyli tzw. klasyczny ruch Browna lub ruch Wiene-
ra-Browna. I choæ dziœ wiemy, ¿e model ten nie opisuje w pe³ni dynamiki ryn-
ku gie³dowego, to jednak stanowi³ on du¿y wk³ad do powstania i rozwoju
matematyki finansowej i ekonofizyki. Niedoskona³oœci¹ modelu opartego na
b³¹dzeniu przypadkowym okaza³o siê za³o¿enie, ¿e rozk³ady prawdopodo-
bieñstwa fluktuacji cen akcji podlegaj¹ rozk³adowi Gaussa. Dziœ wiemy, ¿e
empiryczne rozk³ady maj¹ czêsto znacznie grubsze ogony, które dla relatyw-
nie du¿ych zdarzeñ spe³niaj¹ prawa potêgowe [Dro¿d¿ i in., 2003; Mantegna,
Stanley, 1995; Gopikrishnan i in., 1999, Plerou i in., 1999; Gopikrishnan i in.,
1998].

Koncepcjê rozk³adów potêgowych zapocz¹tkowa³ w³oski ekonomista i so-
cjolog V. Pareto, który zaproponowa³ je do statystycznego opisu zjawisk socjo-
logicznych [Pareto, 1897]. Kolejne lata pokaza³y jednak ich zastosowanie
w ekonomii — potêgowe rozk³ady Levy’ego [1925] oraz ich aplikowanie do rze-
czywistych fluktuacji finansowych przez B. Mandelbrota [1963]. Wiadomo
jednak, ¿e rozk³ady Levy’ego równie¿ nie do koñca odzwierciedlaj¹ naturê
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rynków finansowych, dla których wspó³czynnik skaluj¹cy ogony ich rozk³a-
dów le¿y poza stabilnym obszarem Levy’ego. Skoro ani rozk³ad Gaussa, ani
rozk³ady Levy’ego nie pasuj¹ do rzeczywistych rozk³adów stóp zwrotu po-
jawia siê pytanie, czy istniej¹ rozk³ady, które zadowalaj¹co opisywa³yby fluk-
tuacje finansowe? U¿yteczna okazuje siê tu teoria nieekstensywnej mechani-
ki statystycznej, która w sposób naturalny prowadzi do nowej klasy rozk³adów
zwanych q-Gaussianami [Tsallis, 1988; Tsallis i in., 1998; Tsallis i in., 2003;
Osorio i in., 2004].

1. Od ruchów Browna do fluktuacji finansowych
W 1827 roku brytyjski biolog Robert Brown obserwuj¹c przez mikroskop

py³ki kwiatowe w zawiesinie wodnej, dostrzeg³, i¿ znajduj¹ siê one w nie-
ustannym, chaotycznym ruchu. Niemal 80 lat póŸniej A. Einstein [1905]
i M. Smoluchowski [1906] dokonali niezale¿nie matematycznego opisu tego
typu zjawiska.

Jednak wczeœniej, bo 1900 roku, Louis Bachelier w swojej pracy doktor-
skiej z matematyki pt. Teoria spekulacji, zaproponowa³ pewien teoretyczny
model procesu stochastycznego maj¹cy opisywaæ zachowanie fluktuacji akcji
na gie³dzie paryskiej [Bachelier, 1900]. Po szeœædziesiêciu latach odkryto na
nowo jego pracê i okaza³o siê, ¿e równania, które przedstawi³ opisywa³y
ruchy Browna.

W kolejnych latach zaproponowano bardziej ogóln¹ postaæ tego ruchu,
tzw. u³amkowy ruch Browna (ang. FBM) lub inaczej u³amkowy szum gaussow-
ski [Muzy i in., 1994]. Procesy tego typu — oznaczmy je BH(t) — s¹ procesami
gaussowskimi o zadanym parametrze H 5 (0, 1), wartoœci œredniej równej zero
oraz kowariancji
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Parametr H nazywany wyk³adnikiem Hursta [Hurst, 1951] wprowadza du¿e
uogólnienie do procesu Browna. Mo¿na wyró¿niæ tu nastêpuj¹ce charaktery-
styczne przedzia³y H:
• gdy H 5 (0,5, 1), to szereg czasowy odznacza siê dodatni¹ persystencj¹

(korelacj¹),
• gdy H 5 (0, 0,5), to szereg czasowy odznacza siê ujemn¹ persystencj¹, (anty-

persystencj¹ — antykorelacj¹)
• szczególnym przypadkiem tego uogólnionego ruchu jest ruch bez jakich-

kolwiek korelacji, tzw. klasyczny ruch Browna (nazywany równie¿ ruchem
Browna-Wienera) — wystêpuje on gdy H = 0,5.
Na rysunku 1. zestawiono ruch Browna z rzeczywistymi danymi finanso-

wymi.
Patrz¹c na poni¿szy rysunek, widzimy, ¿e wykresy jakoœciowo s¹ do siebie

bardzo podobne. Ale gdy popatrzymy na wartoœci skoków ruchów Browna
(ró¿nice pomiêdzy dwoma kolejnymi ruchami) i zestawimy je z fluktuacjami
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stóp zwrotu danych rzeczywistych zauwa¿ymy znacz¹ce ró¿nice. Widzimy, ¿e
w serii danych finansowych stosunkowo czêsto pojawiaj¹ siê wartoœci wiêk-
sze od 5, a czasem i znacznie wiêksze. W ruchu Browna tak du¿e skoki s¹ prak-
tycznie niemo¿liwe.

Rys. 1.
Zestawienie ruchu Browna (panel górny) z danymi indeksu Dow Jones (panel dolny)

Z perspektywy dynamiki finansów proces stochastyczny opisany powy¿ej
(wzór (1)) ma miêdzy innymi jedno zasadnicze uproszczenie — zak³ada gaus-
sowskie rozk³ady prawdopodobieñstwa, co generalnie nie jest zgodne z rze-
czywistymi obserwacjami. Dlatego w kolejnych latach podejmowano próby
zast¹pienia ruchu Browna — prowadz¹cego do rozk³adu normalnego — alter-
natywnymi procesami stabilnymi, które dla ró¿nych instrumentów finanso-
wych lepiej odzwierciedla³y rozk³ady logarytmicznych stóp zwrotu.

W 1963 roku Mandelbrot po wnikliwej analizie cen akcji bawe³ny zauwa-
¿y³, ¿e empiryczne rozk³ady daj¹ du¿o grubsze ogony ni¿ rozk³ad Gaussa
[Mandelbrot, 1963]. Oznacza³o to, ¿e bardzo rzadkie zdarzenia z punktu widze-
nia rozk³adu normalnego, wystêpuj¹ z du¿o wiêkszym prawdopodobieñ-
stwem w rzeczywistych obserwacjach. Dlatego zaproponowa³ on zastosowa-
nie tzw. �-stabilnych rozk³adów Levy’ego.
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Rys. 2.
Wartoœci „skoków” dla ruchów Browna (panel górny) i danych rzeczywistych (panel dolny)

Proces stochastyczny L(t) nazywamy �-stabilnym ruchem Levy’ego (lotem
Levy’ego) je¿eli przyrosty L(6t) = L(t) – L(7) dla 0 � 7 < t s¹ niezale¿ne, a ich
rozk³ad gêstoœci prawdopodobieñstwa jest �-stabilnym rozk³adem Levy’ego:
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dostrzegamy, ¿e pierwszy i wiod¹cy cz³on tego rozwiniêcia dla x >> 1 ma
postaæ:

L(x) ~ x–(1 + �)

Rozk³ad Levy’ego jest na tyle ogólnym rozk³adem, ¿e mo¿e przyjmowaæ po-
staæ rozk³adu Gaussa (dla � = 2), rozk³adu Cauchy’ego (dla � = 1) oraz inne,
poœrednie zale¿nie od parametru �.

Z powy¿szych w³asnoœci rozk³adu Levy’ego wnioskujemy, ¿e rozk³ad ten
nie mo¿e odzwierciedlaæ rozk³adów fluktuacji finansowych. Dla rzeczywi-
stych danych (zostanie to pokazane w kolejnym rozdziale) skalowanie ogonów
z � = 3 jest ju¿ w obszarze zabronionym dla rozk³adu Levy’ego.

2. Rozk³ady prawdopodobieñstw stóp zwrotu
W³asnoœci statystyczne fluktuacji finansowych na ró¿nych skalach czaso-

wych odgrywaj¹ jedn¹ z najwa¿niejszych ról w modelowaniu rynków finanso-
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wych, a ich skwantyfikowane w³asnoœci s¹ jednym z najciekawszych zagad-
nieñ fizyki i ekonomii.

Rozpatrzmy szereg czasowy W(t) reprezentuj¹cy wartoœæ indeksu lub
spó³ki w czasie t. R zdefiniowane przez nastêpuj¹c¹ formu³ê:

R : R(t, 6t) = lnW(t + 6t) – lnW(t)

nazywane jest logarytmiczn¹ stop¹ zwrotu (ang. return). W kolejnym kroku
normalizujemy stopy zwrotu:

� �r r t t
R R
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�
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;

gdzie ; : ;(6t) jest odchyleniem standardowym stóp zwrotu w czasie T,
;2 2 2
� �R R

T T
i <

T
jest œredni¹ po T.

Na rysunku 3. pokazano znormalizowane stopy zwrotu r dla 6t = 1 min.

Rys. 3.
Fluktuacje znormalizowanych, jednominutowych stóp zwrotu indeksu WIG20 od 04.01.1999
do 31.10.2005

Jak zmienia siê charakter rozk³adów stóp zwrotu indeksu WIG20, podczas
gdy zwiêkszamy parametr 6t, pokazano na rysunku 4. Przedstawiono na nim
rozk³ady modu³ów, analizowane tu fluktuacje s¹ bowiem z dobrym przybli¿e-
niem symetryczne. Wykresy przedstawione s¹ w skali log-log, poniewa¿ wte-
dy mo¿emy bardzo wyraŸnie widzieæ zachowanie siê ogonów rozk³adów,
a zw³aszcza identyfikowaæ rzadkie zdarzenia, które maj¹ istotny wp³yw na
dynamikê fluktuacji stóp zwrotu.

W szczególnoœci obserwujemy potêgowe skalowanie siê tzw. ogonów roz-
k³adów

P(r >x) ~ x–�

zgodne z odwrotnym prawem kubicznym, dla którego � = 3.
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Rys. 4.
Skumulowane rozk³ady modu³ów znormalizowanych stóp zwrotu indeksu WIG20 notowanego
w okresie od 04.01.1999 do 31.10.2005 dla ró¿nych skal czasowych �t = {1, 2, 4, 8, 16, 32, 60}

Na wykresie skale czasowe oznaczono symbolami graficznymi. Linia przerywana odpowiada
skumulowanemu rozk³adowi Gaussa.

Rozk³ady, które spe³niaj¹ to prawo, maj¹ skoñczony drugi moment (w tym
przypadku próbka ma skoñczon¹ d³ugoœæ), s¹ wiêc rozk³adami niestabilnymi
w sensie Levy’ego. Choæ charakter rozk³adów zmienia siê wraz ze wzrostem
skali czasowej, to nawet dla 60 minut rozk³ad ci¹gle odleg³y jest od rozk³adu
Gaussa.

Rodzi siê kolejne pytanie: o charakter rozk³adu prawdopodobieñstwa spó-
³ek tworz¹cych dany indeks.

£¹czny (œredni) rozk³ad dla 29 spó³ek przedstawiono na rysunku 5. Pokaza-
no na nim tak¿e rozk³ady dla trzech skal czasowych 10, 120 i 1020 minut.
Widaæ, ¿e dla skali 10 minutowej (podobnie jak by³o to dla ca³ego indeksu
WIG20) spe³nione jest w przybli¿eniu odwrotne prawo kubiczne, tzn. ogony
rozk³adów podlegaj¹ skalowaniu z parametrem � = 3.

Polski rynek powszechnie uwa¿any jest za rynek wschodz¹cy, choæ defini-
cja takiego rynku nie jest do koñca sprecyzowana. Czêsto za rynki wscho-
dz¹ce uwa¿a siê m³ode gie³dy. Innym kryterium jest kapitalizacja. To jednak
budzi pewne zastrze¿enia, bo np. na gie³dzie indyjskiej, choæ m³odej i z tego
punktu widzenia uznawanej za rynek wschodz¹cy, kapitalizacja jest obecnie
jedn¹ z najwiêkszych na œwiecie.
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Rys. 5.
£¹czne (œrednie) skumulowane rozk³ady modu³ów znormalizowanych logarytmicznych
stóp zwrotu 29 najwiêkszych firm notowanych od 17.11.2000 do 30.06.2005
dla trzech skal czasowych (10 min, 120 min i 1020 min)
Linia przerywana reprezentuje rozk³ad Gaussa.

Rys. 6.
Skumulowane rozk³ady modu³ów znormalizowanych stóp zwrotu dla 1000 spó³ek indeksów
NYSE i NASDAQ notowanych w latach 1998–1999

Pokazano rozk³ady dla ró¿nych skal czasowych 6t = {1, 4, 16, 60, 120, 240 min, 1, 2, 4, 8 dni}.

Okazuje siê jednak, ¿e nasz rodzimy rynek posiada cechy obydwu tych ryn-
ków oraz inne, nietypowe dla ¿adnego z nich [Rak, 2008]. Jedn¹ z cech typo-
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wych tak¿e dla gie³d ustanowionych s¹ w³aœnie rozk³ady prawdopodobieñ-
stwa stóp zwrotu. Na rysunku 6. przedstawiono rozk³ady prawdopodobieñstw
dla 1000 najwiêkszych spó³ek indeksu NASDAQ i NYSE. Wyniki te pokazuj¹,
¿e — podobnie jak dla polskiego rynku — ogony rozk³adów dla najkrótszych
skal czasowych spe³niaj¹ odwrotne prawo kubiczne.

3. Nieekstensywnoœæ fluktuacji finansowych
W poprzednim rozdziale pokazano, ¿e rozk³ad prawdopodobieñstwa znor-

malizowanych stóp zwrotu nie jest ani rozk³adem Levy’ego ani rozk³adem
Gaussa. Pogl¹dowe zestawienie tych rozk³adów pokazano na rysunku 7.

Rys. 7.
Trzy typy skumulowanych rozk³adów modu³ów znormalizowanych fluktuacji analogicznych
do stóp zwrotu
S¹ one wynikiem symulacji numerycznych i reprezentuj¹ rozk³ad Levy’ego, rozk³ad normalny
oraz rozk³ad reprezentuj¹cy odwrotne prawo kubiczne.

Grube ogony rozk³adów rzeczywistych fluktuacji finansowych oraz ich z³o-
¿ony charakter le¿¹cy u podstaw szeroko rozumianych korelacji [Oœwiêcimka
i in., 2005; Kwapieñ i in., 2005; Dro¿d¿ i in., 2003; Bartolozzi i in., 2005] sugeru-
j¹, ¿e konwencjonalne pojêcie ergodycznoœci mo¿e byæ nieodpowiednie do
opisu i modelowania tego typu zjawisk.

W takim wypadku formalizm uogólnionej, nieekstensywnej mechaniki sta-
tystycznej mo¿e zaoferowaæ bardziej odpowiedni¹ strukturê. Obecnie najbar-
dziej konsystentnym ujêciem zagadnienia nieekstensywnoœci jest formalizm
oparty na zapostulowanej w 1988 roku przez C. Tsallisa uogólnionej entropii
[Tsallis, 1988; Tsallis i in., 1998; Tsallis i in., 2003; Osorio i in., 2004], która dla
zbioru N zdarzeñ {xi} charakteryzowanych przez prawdopodobieñstwa {pi}
wyra¿a siê wzorem:
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gdzie parametr q jest parametrem nieekstensywnoœci, a lnq nazywany jest
uogólnionym logarytmem lub q-logarytmem:
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Entropia ta jest na tyle ogólna, ¿e je¿eli przyj¹æ q = 1 to redukuje siê ona
do klasycznej entropii Boltzmanna-Gibbsa.

Przy odpowiednich za³o¿eniach [Tsallis, Tsallis i in., 1988; Tsallis i in.,
1998] ekstremalizacja uogólnionej entropii Sq w wersji uci¹glonej prowadzi
do nowej i bardzo ciekawej klasy rozk³adów gêstoœci prawdopodobieñstwa
zwanych q-Gaussianami:
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nazywamy q-eksponent¹. Funkcja ta jest odwrotna do wprowadzonego powy-
¿ej q-logarytmu. Bior¹c pod uwagê, ¿e dla (1 + (1 – q)x) � 0, mo¿emy gêstoœæ
prawdopodobieñstwa dla q-Gaussianów zapisaæ jako:
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� �p x N eq q q

B xq q
�

� �.
2

Innym wa¿nym argumentem, który w œwietle tych rozwa¿añ podnosi rangê
rozk³adu pq(x), jest jego asymptotyczne zachowanie przyjmuj¹ce dla x >> 1
postaæ prawa potêgowego:

� �p x xq
q~

2
1�

W szczególnoœci w odniesieniu do sca³kowanych rozk³adów pq(x) dla q = 3/2
asymptotycznie przyjmuje postaæ odwrotnego prawa kubicznego. Mo¿na wska-
zaæ równie¿ inne przedzia³y q, które jeszcze dobitniej podkreœlaj¹ uogólnion¹
postaæ pq(x):
• dla q = 1 pq(x) przyjmuje w³asnoœci rozk³adu Gaussa,

• dlaq �
	

	

�

�

3
1

asymptotyka ogonów pq(x) pokrywa siê z ogonami �-stabilnych

rozk³adów Levy’ego.
Pierwsze próby przydatnoœci tej formy rozk³adów do opisywania rozk³a-

dów prawdopodobieñstwa finansowych szeregów czasowych okaza³y siê ca³-
kiem obiecuj¹ce [Queiros i in., 2005]. Dlatego poni¿ej zostanie przedstawiona
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próba opisania rozk³adów stóp zwrotu indeksów DAX, S&P500 i WIG20 (i jego
portfela) przez rodzinê rozk³adów pq(x).

Jednak dla uzyskania lepszej stabilnoœci wyniku, zamiast gêstoœci prawdo-
podobieñstwa pq(x) zostanie wprowadzona skumulowana postaæ tego rozk³adu:

� � � �P x p x dxq q

x

?

?8

� 9�

gdzie „+” i „–” oznaczaj¹ odpowiednio prawe i lewe skrzyd³o rozk³adu.
Po sca³kowaniu otrzymujemy [Rak i in., 2007]:
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Rys. 8.
Skumulowane rozk³ady znormalizowanych stóp zwrotu indeksu WIG20 notowanego
w okresie od 04.01.1999 do 31.10.2005 dla ró¿nych skal czasowych (od 1 do 60 minut)
Linie ci¹g³e reprezentuj¹ najlepsze dopasowanie q-Gaussianów do danych empirycznych. Linia
przerywana odpowiada rozk³adowi Gaussa o wartoœci œredniej 0 i wariancji 1. Pokazane rozk³a-
dy zosta³y przeskalowane po to, by lepiej móc je porównywaæ.
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Rysunek 8. przedstawia praw¹ i lew¹ czêœæ skumulowanych rozk³adów
stóp zwrotu indeksu WIG20. Do danych empirycznych dopasowano teoretycz-
ne rozk³ady (wzór (2)) w zale¿noœci od q.

Rezultat wydaje siê bardzo interesuj¹cy ze wzglêdu na du¿e pokrywanie
siê zachowañ rzeczywistych z teori¹. Co wiêcej, dla ma³ych6t otrzymany teo-
retyczny wynik jest bliski q = 3/2, co jest konsystentne z odwrotnym prawem
kubicznym.

Wraz z wyd³u¿aniem siê6t teoretyczne (najlepiej dopasowane) wartoœci q
systematycznie zmniejszaj¹ siê, a odpowiadaj¹ce im q-Gaussiany, stanowi¹
w pe³ni satysfakcjonuj¹c¹ reprezentacjê dla ca³ej klasy skal czasowych roz-
k³adów prawdopodobieñstwa stóp zwrotu.

Dlatego te¿ zasadne jest pytanie o ich u¿ytecznoœæ na poziomie spó³ek. Na
rysunku 9. przedstawiono uzyskane wyniki.

Rys. 9.
£¹czne (œrednie) skumulowane rozk³ady znormalizowanych logarytmicznych stóp zwrotu
29 najwiêkszych firm notowanych od 17.11.2000 do 30.06.2005 dla trzech skal czasowych
(10 min, 120 min i 1020 min)
Linie ci¹g³e reprezentuj¹ najlepsze dopasowanie q-Gaussianów do empirycznych danych. Po-
kazane rozk³ady zosta³y przeskalowane po to, by lepiej móc je porównywaæ.

Dla najkrótszej skali czasowej (10 min) parametr q & 1,4. Oznacza to, ¿e

ogon tego rozk³adu skaluje siê jak � �p r r rq
q~ ~

2
1

1
4�

	
� . Wartoœæ wyk³adnika

przy r wskazuje na odchylenie od odwrotnego prawa kubicznego, które
w przybli¿eniu by³o spe³nione dla indeksu WIG20. Nale¿y jednak pamiêtaæ,
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¿e tu skala czasowa jest wiêksza ni¿ dla WIG20 (tam wynosi³a 1 min), a anali-
zowane dane nie s¹ idealnym odzwierciedleniem ca³ego indeksu. Na pozio-
mie coraz wy¿szych skal czasowych dostrzegamy równie¿, ¿e rozk³ady empi-
rycznych fluktuacji systematycznie zmieniaj¹ siê (parametr q maleje) i od-
chylaj¹ siê w kierunku rozk³adu normalnego.

4. Zakoñczenie
W pracy poddano analizie rozk³ady fluktuacji stóp zwrotu indeksu WIG20,

jego portfela, a tak¿e spó³ek indeksów NYSE i NASDAQ. Chocia¿ na œwiecie
Polska Gie³da Papierów Wartoœciowych czêsto uznawana jest za rynek
wschodz¹cy, to jednak pokazane tu rozk³ady prawdopodobieñstw zachowuj¹
siê bardzo podobnie jak dla ustanowionych rynków gie³dowych. Bardzo wa¿-
nym wnioskiem jest to, ¿e zaprezentowany tu formalizm nieekstensywnej
mechaniki statystycznej oparty na uogólnionej entropii Tsallisa i wynikaj¹ca
z niej rodzina rozk³adów tzw. q-Gaussianów stanowi¹ na dzieñ dzisiejszy naj-
bardziej zwart¹, teoretyczn¹ strukturê opisuj¹c¹ rozk³ady prawdopodobieñ-
stwa tego typu fluktuacji finansowych na ró¿nych skalach czasowych. Powy¿-
szy wniosek mo¿e okazaæ siê równie¿ pomocny w lepszym zrozumieniu proce-
sów zachodz¹cych w tak skomplikowanym systemie, jakim jest rynek finanso-
wy, a tak¿e przyczyniæ siê do stworzenia bardziej realistycznego modelu kon-
troli ryzyka ni¿ np. model Blacka-Scholesa-Mertona.

Bibliografia
Bachelier L., 1900, Theorie de la speculation, Ph.D. thesis in mathematics, „Annales

Scientifiques de l’Ecole Normale Superieure” nr III-17.
Bartolozzi M., Dro¿d¿ S., Leinweber D.B., Speth J., Thomas A.W., 2005, Self-Similar

Log-Periodic Structures in Western Stock Markets from 2000, „Int. J. Mod. Phys. C”
nr 16.

Dro¿d¿ S., Grümmer F., Ruf F., Speth J., 2003, Log-periodic self-similarity: an emerging
financial law?, „Physica A” nr 324.

Dro¿d¿ S., Kwapieñ J., Grümmer F., Ruf F., Speth J., 2003, Are the contemporary finan-
cial fluctuations sooner converging to normal?, „Acta Phys. Pol. B” nr 34.

Einstein A., 1905, Investigations on the Theory of Brownian Movement, „Ann. Phys.” nr
17.

Gopikrishnan P., Meyer M., Amaral L.A.N., Plerou V., Stanley H.E., 1999, Scaling and
Volatility Correlations in the Stock Market, „Phys. Rev. E” nr 60.

Gopikrishnan P., Meyer M., Amaral L.A.N., Stanley H.E., 1998, Inverse Cubic Law for
the Probability Distribution of Stock Price Variations, „Eur. Phys. J. B: Rapid Com-
munications” nr 3.

Hurst H.E., 1951, Long Term Storage Capacity of Reservoirs, „Transactions of Ameri-
can Society of Civil Engineers” nr 116.

Kwapieñ J., Oœwiêcimka P., Dro¿d¿ S., 2005, Components of multifractality in high-fre-
quency stock returns, „Physica A” nr 350.

Levy P., 1925, Calcul des probabilites, Gauthier-Villars, Paris.
Mandelbrot B.B., 1963, The Variation of Certain Speculative Prices, „J. Business” nr 36.
Mantegna R. N., Stanley H.E., 1995, Scaling Behavior in the Dynamics of an Economic

Index, „Nature” nr 376.

ekonomia 25 183

Charakterystyki fluktuacji finansowych



Muzy J.F., Bacry E., Arneodo A., 1994,The Multifractal Formalism revisited with wave-
lets, „National Journal of Bifurcation and Chaos”, Vol. 2. No. 2, 245.

Osorio R., Borland L., Tsallis C., 2004, Distributions of high-frequency stock-market
observables in Nonextensive Entropy—Interdisciplinary Applications, Oxford Uni-
versity Press, New York.

Oœwiêcimka P., Kwapieñ J., Dro¿d¿ S., 2005, Multifractality in the stock market: price
increments versus waiting times, „Physica A” nr 347.

Pareto V., 1897, Cours d’Economie Politique, F. Rouge, Lausanne.
Plerou V., Gopikrishnan P., Amaral L.A.N., Meyer M., Stanley H.E., 1999, Scaling of the

Distribution of Price Fluctuations of Individual Companies, „Phys. Rev. E” nr 60.
Queiros S.M., Anteneodo C., Tsallis C., 2005, Power-law distributions in economics:

a nonextensive statistical approach, „Proceedings of SPIE” Volume 5848, Noise and
Fluctuations in Econophysics and Finance, May.

Rak R., 2008, Iloœciowe charakterystyki fluktuacji I korelacji na polskim rynku akcji,
rozprawa doktorska, Uniwersytet Rzeszowski, Inst. Fizyki.

Rak R., Dro¿d¿ S., Kwapieñ J., 2007, Nonextensive statistical features of the Polish stock
market fluctuations, „Physica A” nr 37

Smoluchowski M., 1906, Zur kinetischen Theorie der Brownschen Molekularbwegung
und der Suspensionen, „Ann. Phys.” nr 21.

Tsallis C., 1988, Possible generalization of Boltzmann-Gibbs statistics, „J. Stat. Phys.” nr
52.

Tsallis C., Mendes R.S., Plastino A.R., 1998, The role of constraints within generalized
nonextensive statistics, „Physica A” nr 261.

Tsallis C., Anteneodo C., Borland L., Osorio R., 2003, Nonextensive statistical mecha-
nics and economics, „Physica A” nr 324.

A b s t r a c t Characteristics of Financial Fluctuations
The study will examine the probability distributions of returns for the WIG20
index and the portfolio for the period from 17.11.2000 to 30.06.2005. These are
the highest frequency (1 min) and the so-called tick by tick data (quotes at the
time of the transaction). Except the data from the Polish stock market, the data
from so-called mature markets (such as trading for the 1000 largest companies
from the NYSE and NASDAQ index) will be analyzed. The analytical form of
distributions (called q-Gaussian) will also be proposed. Nowadays it is one of
the best representations describing the actual distributions.
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