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Wstep

Zyjemy w czasach, w ktérych do opisu zlozonosci otaczajacego nas §wiata
nie wystarczy juz postugiwanie sie metodologiami, jakie oferujg poszczegol-
ne dyscypliny naukowe. Coraz czeSciej konieczne jest polaczenie metod sto-
sowanych do tej pory w zupelnie réznych, czasem nawet bardzo odlegtych od
siebie dziedzinach nauki. Jedng z takich dyseyplin jest ekonofizyka, ktéra
przy uzyciu metod i modeli stosowanych w fizyce opisuje wybrane procesy
ekonomiczne, a takze wzbogaca metodologie ekonomii. Takie interdyscypli-
narne podejscie prowadzi do giebszego zrozumienia istoty tych procesow.

Na przyktad interdyscyplinarne spojrzenie na problemy dzisiejszych gos-
podarek rynkowych daje interesujgce rezultaty w przypadku analizy docho-
dow ludnos$ci w Polsce. Temat ten zostat oméwiony w niniejszej pracy. Przed-
stawiono tutaj analize empirycznych skumulowanych rozkiadéw rocznych
dochodo6w gospodarstw domowych w Polsce, przyktadowo, w latach 2000 i 2006.
Rozklady te poréwnano z przewidywaniami praw Pareto, Prawa Efektéw Pro-
porcjonalnych, uogélnionego modelu Lotka-Volterra oraz modeli zderzen.
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1. Opis bazy danych

W analizie wykorzystano dane Gtéwnego Urzedu Statystycznego dotyczace
rocznych dochodéw gospodarstw domowych w latach 2000 oraz 2006. Po usu-
nieciu niewielkiej liczby rekordow (252 w 2000 r. oraz 231 w 2006 r.), dla kto-
rych docho6d byt mniejszy badz réwny zero, baza danych zwierata odpowied-
nio 35 911 i 37 277 obserwacji. Niedodatnie wartosci dochodu uznano za
obserwacje btedne, gdyz zgodnie z definicjg dochéd do dyspozycji to:

Dochdd rozporzadzalny pomniejszony o pozostate wydatki. Dochéd do dyspozyciji
przeznaczony jest na wydatki na towary i ustugi konsumpcyjne oraz przyrost oszczed-
nosci [GUS, 2009].

2. Analiza rocznych dochodow gospodarstw domowych w Polsce

Celem niniejszego opracowania jest analiza empirycznych rozktadoéw sku-
mulowanych rocznych dochodéw gospodarstw domowych. Rozktady te zosta-
ty skonstruowane zgodnie z nastepujacg definicja:

(m) = ;]ir(m > m) (1)

gdzie:

m — roczny dochéd do dyspozycji,

N — liczba obserwacji w probie,

I(m,; > m) — funkcja indykatorowa postaci:

(1 dlam, >m

I(m) =

2
0 dlam,; <m @

A zatem, dla ustalonego m zliczano gospodarstwa domowe indeksowane i
t=1,2,..,N), ktorych dochéd jest wiekszy niz m, i dzielono przez liczbe
obserwacji w probie. Warto$¢é m zmieniano co 1000 zt (jest to krok dyskretyza-
cji histogramu rozktadu), poczynajac od 0.

W pierwszej kolejnosci do ,,ogonéw” powyzszych rozktadéw dopasowano
stabe prawo Pareto [Richmond i in., 2006] (rys. 1.; skala log-log)!:

[(m) ~ (m/m,) " 3)

gdzie:
my — czynnik skalujacy?: m, = exp(const/a),
o — wykladnik Pareto.

I 'W przypadku wszystkich przedstawionych analiz wyniki dla roku 2003 mozna znalezé
w pracy [Jagielski, 2009] oraz [Jagielski, Kutner, 2010].
2 Dla roku 2000 parametr m, wynosi 70,8 + 0,8 z1 a dla roku 2006: 77 = 2 zl.
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Dopasowanie stabego prawa Pareto (linia ciagla) do empirycznego skumulowanego rozkladu
dochodow gospodarstw domowych w Polsce (punkty) z roku 2000 (o« = 3,113 = 0.005) i 2006
(o = 2,928 £ 0,009)

Na rysunku 1. parametr o oznacza wyktadnik Pareto (tzn. a = apgyreto)- Z ko-
lei const jest statg, pochodzacg z dopasowania prostej (w skali log-log). Moze-
my zauwazy¢, ze stabe prawo Pareto dobrze opisuje ogony analizowanych roz-
ktadow. Aby uzyskaé¢ tak dobre dopasowania konieczne bylo usuniecie ok.
20-40 obserwacji skrajnych, czyli gospodarstw domowych osiagajacych naj-
wieksze dochody (szara cze$é krzywej w dolnej czeSci wykreséow). Usuniete
obserwacje stanowily ok. 0,06% badanej populacji.
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Rys. 2.

Ranking gospodarstw domowych (linia ciagla oznacza dopasowanie, a punkty dane empiryczne)
— rok 2000 oraz 2006

Warto$¢é wyktadnika Pareto otrzymujemy takze analizujac ranking gospo-
darstw domowych, czyli wykres dochodéw gospodarstw domowych w zalez-
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nosci od ich miejsca w rankingu. Odpowiednie wykresy w skali logarytmicz-
nej zamieszczono na rysunku 2.

Sredniozamozne gospodarstwa domowe opisywane sa w skali logaryt-
micznej prosta o nachyleniu oguiing. Okazuje sie, ze odwrotnos¢ wyktadnika
Pareto uzyskanego w przypadku rozkiadéw skumulowanych rocznych docho-
dow gospodarstw domowych jest bardzo zblizona do wyznaczonych warto$ci
Qranking- WSKazuje to na zgodnosé obu zastosowanych metod [Bouchard, Pot-
ters, 2001].

Do omawianych rozktadéw skumulowanych dopasowano réwniez skumu-
lowany rozklad log-normalny, wynikajacy z Prawa Efektéw Proporcjonalnych
[Armatte, 1995]. Wyniki — w skali logarytmicznej — zostaly zaprezentowane
na rysunku 3.3:

In(m —m,)—p

)
1—erf :
o V2 J

M(m) = @

1
Rok 2000 Rok 2006
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Dopasowanie skumulowanego rozkladu log-normalnego (linia ciagla) do skumulowanego
rozkladu dochodéw gospodarstw domowych w Polsce (punkty) z roku 2000 i 2006

Skumulowany rozktad log-normalny bardzo dobrze opisuje skumulowane
dochody ubogich gospodarstw domowych. Fakt, ze skumulowany rozklad
log-normalny wykazuje tak dobrg zgodno$¢ z danymi empirycznymi wynika
bezposrednio z zatozen Prawa Efektow Proporcjonalnych. W modelu tym
zaklada sie, ze zmiany dochodu mogg by¢ niewielkie, co znajduje uzasadnie-
nie w przypadku ubogich gospodarstw domowych [Armatte, 1995]. Z kolei sta-
be prawo Pareto jest odpowiednie do opisu dochodéw Sredniozamoznych

3 Parametr m, wynosi 0, gdyz nie wplywa on na wyniki estymacji pozostatych parametrow;
w celu dopasowania krzywych postuzono sie algorytmem Levenberga-Marquardta.
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gospodarstw domowych, poniewaz w tym przypadku zaczyna odgrywacé role
konkurencja rynkowa. Firmy konkurujg miedzy soba, a ich zyski przektadaja
sie na zarobki pracownikéw — jednostek tworzacych gospodarstwa domowe
[Yamamoto i in., 2006]. Dlatego tez analiza wykresoéw na rysunkach 1. oraz 3.
nasuwa pytanie o warto$¢ dochodu w punkecie przeciecia sie skumulowanego
rozktadu log-normalnego i stabego prawa Pareto. Punkt ten moze stanowié
umowna, lecz zarazem wystarczajaco precyzyjng (ze wzgledu na niewielki btgd)
granice podziatu miedzy ubogimi a Sredniozamoznymi gospodarstwami domo-
wymi. Graniczna warto$¢ rocznego dochodu stanowigca rozréznienie miedzy
ubogimi a Sredniozamoznymi gospodarstwami domowymi wynosi okolo:

e 29 000 ztotych w roku 2000,

¢ 36 000 zlotych w roku 2006.

Do rozwazanych rozkladéw empirycznych dopasowano takze rozkiad sku-
mulowany pochodzacy z uogélnionego modelu Lotka-Volterra — rys. 4.4
[Richmond, Solomon, 2001; Solomon, Richmond, 2002]:

e a— 1]'
U x) (5)

gdzie:

o — wykladnik ksztattu opisujacy dopasowang funkcje,

xr = m/<m> — wzgledny dochdd gospodarstwa domowego (<m> — Srednia
warto$¢ dochodu gospodarstwa domowego w analizowanej proébie).

1

1
Rok 2000 Rok 2006
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Dopasowanie uogoélnionego modelu Lotka-Volterra (linia ciagla) do skumulowanego rozkladu
dochodow gospodarstw domowych w Polsce (punkty) z roku 2000 (oo = 3,88 = 0,09) i 2006
(a=3,7%20,1)

4 Skala log-log; w celu dopasowania krzywych postuzono sie algorytmem Levenberga-Mar-
quardta.
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Cho¢ uogélniony model Lotka-Volterra nie opisuje tak dobrze skumulowa-
nego rozkladu rocznych dochod6éw gospodarstw domowych jak skumulowany
rozklad log-normalny i Pareto, to jednak réznice te sg niewielkie. Istotng za-
letg tego modelu jest mozliwo$é scharakteryzowania analizowanych rozkla-
doéw za pomocg pojedynczej funkeji. Oferuje on takze cenne podejsScie teore-
tyczne na poziomie mikroskopowym, w ktérym docho6d gospodarstwa domo-
wego determinowany jest przez dochody dotychezas uzyskiwane i przez wyso-
ko$é Swiadczen pomocy spolecznej (ogélniej moéwige redystrybucje docho-
dow w spoleczenstwie) oraz ogélny stan gospodarki [Richmond, Solomon,
2001; Solomon, Richmond, 2002].

W modelu Lotka-Volterra mozna wyznaczy¢ efektywng minimalng roczng
warto$¢ dochodu myip:

zu_1<m>, (6)

ponizej ktorej prawdopodobienstwo osiggania mniejszych dochodéw gwat-
townie maleje

Na podstawie powyzszego wzoru otrzymujemy minimalne wartos$ci rocz-
nego dochodu:

e wroku 2000: My, = 13 183,88 zt dla <m> = 22 339,35 z1;
¢ wroku 2006: myi, = 16 373,32 z1 dla <m> = 28 501,70 z1.

W dotychczasowych rozwazaniach nie analizowano dochodéw najbogat-
szych gospodarstw domowych, gdyz obserwacje takie byly zbyt mato liczne,
aby mozna bylo je podda¢ opisowi statystycznemu. Problem ten mozna po-
Srednio rozwigzaé¢ analizujgc np. wartosé majatku 100 najbogatszych Pola-
kow w postaci rankingu® (rys. 5.; skala logarytmiczna).

1E9F

Bogactwo

1E8

Rok 2006

Qg = 0,88 + 0,02
1g7} Const = 10,05 + 0,3
ooty = /0y = 1,14 = 0,03
! 10 100
Ranking

Ranking 100 najbogatszych Polakow z roku 2006 (cup,,., = 1,14 * 0,03; linia ciagla oznacza do-
pasowanie, a punkty — dane empiryczne)

5 Dane o majatku 100 najbogatszych Polakow w roku 2006 zostaly uzyskane ze strony inter-
netowej tygodnika ,,Wprost” [Rankingi Wprost, 2009].
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Zgodnie z tym, co pokazano wczesniej, jesli ranking najbogatszych (krezu-
s6w) mozna w skali logarytmicznej opisa¢ zaleznosScig liniowg, to wowezas do-
chody krezuséw podlegaja stabemu prawu Pareto o wyktadniku apgret, =
1/0wanking- Cho¢ w tym przypadku zamiast o dochodach moéwimy o bogactwie, to
jednak z wtasnos$ci rozkladu Pareto wynika, ze nie wplywa to na obserwowa-
ne uniwersalnosci [Mandelbrot, 1960].

Otrzymane wartos$ci wyktadnika Pareto sg bliskie jednosSci, co jest zgodne
z wynikiem teoretycznym uzyskanym na podstawie modelu zderzen ze zrézni-
cowang sktonnosScig jednostek do oszezedzania [Bhattacharyya i in., 2005;
Chatterjee, Chakrabarti, 2007 i referencje tamze]. Zatem mozna oczekiwag,
ze bogacenie sie klasy sredniej bedzie polegato (z formalnego punktu widze-
nia) na maleniu wykladnika Pareto. Z kolei mechanizm zdobywania docho-
dow przez najbogatszych, podobnie jak w przypadku Sredniozamoznych gos-
podarstw domowych, opiera sie na istnieniu konkurencji rynkowej [Yama-
moto iin., 2006]. W tym przypadku jednostki tworzace gospodarstwa domowe
sg przewaznie wlascicielami (konkurujacych) firm, z ktérych czerpia swoj
dochéd. Dochody tych firm opisywane sg prawem Zipfa [Okuyama i in., 1999],
czyli wtasnie stabym prawem Pareto z wykladnikiem opgero = 1.

Zakonczenie

W pracy dokonano analizy empirycznych rozktadow skumulowanych doty-
czacych rocznych dochodow gospodarstw domowych w Polsce w latach 2000
i 2006. Okazato sie, ze mogg one by¢ bardzo dobrze opisywane zaré6wno sku-
mulowanym rozkladem log-normalnym w przypadku ubogich gospodarstw
domowych, jak réwniez stabym prawem Pareto dla gospodarstw $rednioza-
moznych. Punkt przeciecia obu rozkladéw moze wyznaczaé¢ granice podziatu
miedzy ubogimi, a Sredniozamoznymi gospodarstwami domowymi. Fakt, ze
skumulowany rozktad log-normalny wykazuje tak dobra zgodnos$é¢ z danymi
empirycznymi wynika bezposrednio z zalozen Prawa Efektow Proporcjonal-
nych. W modelu tym zaklada sie, ze zmiany dochodu moga by¢ niewielkie, co
znajduje uzasadnienie w przypadku ubogich gospodarstw domowych.

Wsréd rozwazanych modeli obiecujace wyniki uzyskano takze dla uogél-
nionego modelu Lotka-Volterra. Model ten w dobrym przyblizeniu odzwier-
ciedla analizowane rozktady oraz oferuje cenne podejScie teoretyczne na po-
ziomie mikroskopowym, w ktérym dochéd gospodarstwa domowego jest
okreslony jest przez dochody dotychczas uzyskiwane i przez wysokos¢ Swiad-
czen pomocy spolecznej (redystrybucje dochodéw w spoteczenstwie) oraz ak-
tualny stan gospodarki. Dzieki temu, iz wyktadnik Pareto opisujacy dochody
Sredniozamoznych gospodarstw domowych mozna uzyskaé¢ zaréwno poprzez
analize rozktadow skumulowanych, jak i rankingu, udato sie takze wyznaczy¢
jego wartos$é dla najbogatszych jednostek spoleczenstwa polskiego. A zatem
skumulowane roczne dochody gospodarstw domowych moga byé opisane
w calym zakresie za pomocg rozkiadow:
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¢ skumulowanego log-normalnego w przypadku ubogich gospodarstw domo-
wych,
¢ skumulowanego stabego rozktadu Pareto z wykladnikiem réwnym okolo 3

w przypadku Sredniozamoznych gospodarstw domowych,
¢ skumulowanego stabego rozktadu Pareto z wykladnikiem réwnym okolo 1

w przypadku najbogatszych gospodarstw domowych.

Otrzymane rezultaty dajg impuls do dalszych badan. Przede wszystkim
interesujacym byloby dokonanie analogicznej analizy w przypadku woje-
wodztw i poréwnanie jej z wynikami uzyskanymi w skali catego kraju. Cen-
nych informacji dostarczylyby réwniez studia nad dochodami spoteczenstw
innych krajow Europy. Zebrane w ten sposéb informacje moglyby postuzyé¢
budowie bardziej zaawansowanych modeli teoretycznych uwzgledniajgcych
zarowno zréznicowany terytorialnie charakter zamoznos$ci spoleczenstw, jak
tez dynamike zmian ich dochodéw.
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Abstract Wealth Modeling of Polish Households Using Statistical Methods

The aim of this work is to analyze the empirical cumulative layouts of annual
household income in Poland between 2000 and 2006. Data were collected from
the Central Statistical Office. The layouts were compared with predictions of
Pareto rights, Law of Proportionate Effect, generalized Lotka-Volterra model
and models of collisions. It turned out that middle class and wealthy Polish
households are described very well by the cumulative distributions of Pareto,
which differ by the value of the Pareto exponent. On the other hand the income
of poor households is described by a cumulative log-normal distribution. To
describe the poor and middle class households the generalized Lotka-Volterra
model can be used, which provides the theoretical interpretation of the level
of individual households.
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