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1. Wstep

Celem niniejszego artykulul! jest przedstawienie glownych koncepcji doty-
czacych pomiaru, prognozowania i modelowania zmienno$ci cen instrumen-
tow finansowych. Chociaz pojecie zmiennoSci wydaje sie intuicyjnie zrozu-
miale — oznacza zakres rozproszenia realizacji danej zmiennej losowej —
$cista definicja nie jest weale oczywista, a Goldstein i Taleb [2007] stwierdza-
ja nawet, ze

nie wiemy na ogét, o czym tak naprawde méwimy, gdy méwimy o zmiennosci2.

Wynika to zapewne po czesci z tego, ze zmiennoS$¢ jako taka nie jest bezpo-
Srednio obserwowalna — w takim sensie, w jakim obserwowalna jest np. cena
5-letniej benchmarkowej obligacji skarbowej — musi sie zrealizowaé¢ w cza-
sie i zosta¢ wyestymowana. To z kolei nasuwa naturalne pytania o poprawng
metode estymacji zmienno$ci na dang chwile w czasie, a takze o mozliwos$¢é
sformufowania prognozy na przysziosé.

Obszerng dzi$§ literature dotykajaca zagadnienia zmiennoS$ci mozna
W pewnym uproszcezeniu podzieli¢é na dwa nurty: teoretyczny, interesujacy
sie zmiennoS$cig od strony statystyczno-ekonometrycznej, oraz praktyczny,

1 Artykul przygotowany w ramach realizacji projektu badaweczego 2011/03/B/HS4/02298 fi-
nansowanego przez NCN. Artykul wyraza osobiste poglady autoréw, a nie instytucji, z ktérymi sa
zwigzani.

2 W artykule o tym nieco prowokacyjnym tytule Goldstein i Taleb [2007] relacjonujg wyniki
badania przeprowadzonego w grupie 87 profesjonalnych uczestnikow rynku finansowego, z kto-
rego wynika, ze zdecydowana wiekszo$¢ myli pojecie odchylenia sredniokwadratowego — czyli
odchylenia standardowego bedacego popularnym estymatorem zmiennos$ci — ze Srednim od-
chyleniem od wartosci oczekiwanej.
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zwigzany z teorig finanséw oraz jej zastosowaniami — alokacjg aktywoéw, za-
rzadzaniem ryzykiem oraz wyceng instrumentéw finansowych®. Nurty te spo-
tykaja sie i przenikaja wzajemnie w nowoczesnej teorii wyceny opcji4, ktorej
podstawy sformutowali Black i Scholes [1973] oraz ré6wnolegle Merton [1973]
(dalej Black-Scholes-Merton, BSM).

Blyskotliwo$¢é podejScia BSM zasadza sie na spostrzezeniu, ze opcje nie sg
instrumentami niezaleznymi i mozna je zreplikowaé¢ wykorzystujgc prostsze
aktywa. Poniewaz opcja call na akcje np. IBM zyskuje na warto$ci wraz ze
wzrostem ceny akeji spoiki, to wydaje sie naturalne, ze ta kierunkowa ekspo-
zycja moze by¢ wyeliminowana poprzez krotka sprzedaz odpowiedniej liczby
akeji IBM. Mozna pokazaé, ze w celu zneutralizowania liniowej cze$ci ekspo-

zycji w opcji C, nalezy zaja¢ odwrotng pozycje w Z—gjednostkach instrumentu

bazowego S°. Inaczej mowige, posiadajac portfel sktadajacy sie z dlugiej po-
zycji w opcji call i krétkiej pozycji w odpowiedniej liczbie akeji, uzyskuje sie
pozycje lokalnie wolng od ryzyka. Formalizujgc te intuicje (i biorgc pod uwa-
ge uplyw czasu, koszty finansowania oraz warunek braku arbitrazu), otrzymu-
je sie slynne réwnanie rézniczkowe Blacka-Scholesa:

2
10°C g0 OC
208 ot

oc S — C] =0 1
ktérego rozwiazaniem jest wzor na cene europejskiej opcji call:

C = SN(d,)—e ""RN(d,) 2)

3 Zmienno$¢, rozumiana jako niepewnos$é wokot realizacji oczekiwanej stopy zwrotu z in-
westycji, stosunkowo p6zno pojawia sie w teorii finansé6w — po raz pierwszy w pracach Marko-
witza [1952; 1959], a nastepnie u Sharpe’a [1964] oraz Lintnera [1965] w ich modelu CAPM. Co
ciekawe, jeszcze w 1938 r. J.B. Williams w klasycznej pracy na temat inwestowania The Theory of
Investment Value, wydanej przez prestizowe wydawnictwo Harvard University Press, przekony-
wal, ze inwestorzy powinni dokonywaé alokacji aktywow na podstawie maksymalnej stopy zwro-
tu [Rebonato, 2007]. Teoria portfelowa Markowitza i jej pdzniejsze rozwiniecia daly podstawe
z jednej strony do rozwoju teorii strategicznej alokacji aktywéw, a z drugiej do formalizacji za-
rzadzania ryzykiem. Wigze sie to $ciSle z popularnoscia koncepcji wartosSci zagrozonej (Value-
-at-Risk, VaR), czyli okre§lonego percentyla rozktadu strat z tytulu danego ryzyka. Szerzej patrz
Damodaran [2007, rozdz. 7] oraz Jorion [2006].

4 Prace Hulle [2009] i Neftciego [2008] zawierajg obszerne, podrecznikowe, oméwienie op-
cji, a takze niektorych aspektéow infrastruktury rynkowej. Dobrym Zrédtem informacji na temat
praktycznych aspektéw handlu opcjami pozostaje, mimo uplywu czasu praca Natenberga
[1994].

5 Aby sie o tym przekona¢ wystarczy rozwingé nieznang cene opcji C(-) w szereg Taylora
i sprawdzi¢, jak sie ona zmieni po uptywie czasu Atizmianie ceny akeji o AS. Mamy: C(S + AS,

ocC aCc 19%C

t+ At)=C(S,t) + —=AS+ —+ 77(AS)2 + ... Widaé zatem, ze AC jest funkecja kwadratowg AS,
o8 ot 2082

a cze$é liniowa moze by¢é wyrugowana przez krotka sprzedaz g% jednostek S.
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o (T — t)
wygasniecia opcji, K cene wykonania, a r stope procentowg wyrazajaca koszt

finansowania pozycji.

Chociaz na opcje mozna patrze¢ jak na swoiste ubezpieczenie chronigce
przed niepozadanym wzrostem lub spadkiem ceny aktywa bazowego — takie
spojrzenie jest typowe dla klienta detalicznego lub korporacyjnego — z punk-
tu widzenia tzw. market makers® sg one przede wszystkim ekspozycjami na
zmienno§$¢, bo ryzyko zmian ceny instrumentu bazowego jest przez te instytu-
cje z reguly domykane. Jesli na przyktad bank kupuje od klienta opcje call po
ustalonej cenie, wyrazonej jako implikowana z opcji zmiennos$¢ X i zabezpie-
cza ja krotka pozycja w akejach S, ktéorych (spodziewana) faktycznie zreali-
zowana zmienno$é wynosi o, wowczas — na mocy (1) — zysk banku mozna
wyrazié¢ nastepujgcym rownaniem?:

2
peL—12C
208?

Wida¢ zatem, ze wycena rynkowa takiej ,,delta neutralnej” pozycji opcyjnej
(czyli pozycji, w ktorej wyrugowano komponent liniowy zwigzany ze zmianami
instrumentu bazowego) jest funkejg réznicy miedzy przyszig zrealizowana
zmiennos$cig a zmiennosScig implikowanag, po ktérej kupiono opcje. Inaczej mo-
wiac, zajmowanie pozycji w opcji badz strategii opcyjnej jest rOwnoznaczne
z zajeciem pozycji w zmiennos$ci jako takiej. I choé¢ przykiad jest oczywiscie
uproszczony, to co do zasady obrazuje sposob, w jaki parametr zmiennos$ci
wplywa jednoczesnie na wycene, ryzyko i wynik pozycji opcyjnych®.

Niniejsze opracowanie zawiera przeglad metod pomiaru, modelowania
i prognozowania zmiennoSci. Poniewaz w literaturze dostepne sg stosunkowo
liczne prace przegladowe uporzadkowane wediug kryterium modelowego
(por. np. wstepny rozdzial [Bauwens, Hafner i Laurent, 2012], a w krajowej

, o oznacza zmienno$¢é S, (T - t) czas do

gdzied, , =

sz(a2 —Zz)At 3)

6 Sato instytucje finansowe, ktére organizuja rynek przez dwustronne kwotowanie cen kon-
traktow opcyjnych.

7 Ogoblnie rzecz biorgce, wynika to z faktu, ze po wyeliminowaniu liniowego elementu opcji
przez krotka pozycje w instrumencie bazowym zostaje funkcja kwadratowa AS. Jesli portfel
sklada sie z dtugiej pozycji w opcji C i krotkiej pozycji w (90C/0S) jednostkach S, wowezas P&L =

—dc- %s] _dc— %ds + R[%S _ C]dt. Oznaczajac T = 8°C/oS? oraz © = AC/At mozna napi-

sa¢ P&L = %FASZM +OAIAL + 7(AS — C)At. Podstawiajac z (1), P&L = éFASZAt - %rzzs%t. Po-

niewaz o oznacza faktycznie zrealizowana zmiennos$¢é S (ktérego — zgodnie z klasycznym zaloze-
niem — ewolucja w czasie jest dana uogélnionym procesem Wienera), to AS? ~ ¢2SDt. Ostatecz-
nie wiec P&L = = éFSZ(cz - EZ)At.

8 Ekspozycje na zmienno$é mozna uzyskaé nie tylko przez opisany wyzej hedging dynamicz-

ny, lecz takze statyczny, polegajacy na jednoczesnym zakupie opcji put i call na ten sam instru-
ment bazowy (tzw. ,,straddle”).
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literaturze szczegdblnie [Doman i Doman, 2009]), w artykule zdecydowano sie
na swoistg ,,ekonomizacje” narracji. Zamiast przedstawienia kompilacji licz-
nych dostepnych wynikéw w dalszej czes$ci podjeto raczej prébe pewnej ich
syntezy z punktu widzenia wyceny opcji w duchu powyzszego przyktadu. I tak
sekeja 2. wraca do prowokacyjnego spostrzezenia Goldsteina i Taleba, zesta-
wiajac gléwne estymatory zmiennosSci i dyskutujgc ich wzgledne wady i zale-
ty. Gdy wiadomo juz, jak zmierzy¢ zmiennoS¢, pozostaje pytanie o jej progno-
ze na przyszlosé, ktéora mozna by wykorzysta¢ we wzorze (3). Gléwne wyniki
w tym zakresie przedstawiono w sekeji 3. Literatura dotyczgca prognozowa-
nia zmiennos$ci nie méwi jednak na ogét wiele o tym, jak uzyskane oszacowa-
nia zastosowaé¢ w praktyce do skonstruowania zabezpieczonej pozycji opcyj-
nej [Carr i Madan, 2002], a w zwigzku z tym jak poprawnie wyceniaé¢ opcje,
szczegoblnie, ze rownania (1)-(3) wyprowadzono przy zalozeniu, ze zmiennosé
jest stata, a prognozowanie jej przysziej wartosci jest sprzeczne z tym zaltoze-
niem. Zagadnienia te s omoéwione szerzej w sekeji 4., gdzie przedstawiono
dwa rézne podejscia do wyceny opcji — modele zmiennosSci lokalnej i stocha-
stycznej — umozliwiajgce nie tyle prognoze zmiennosci, co przede wszystkim
spojng wycene opcji uwzgledniajagca kwotowania rynkowe.

2. Pomiar zmiennoSci

Wbrew kontrowersyjnej tezie Goldsteina i Taleba, przywolanej we wste-
pie, pojecie zmiennos$ci ma dos¢ naturalng interpretacje statystyczng jako
pierwiastek z wariancji (a czasem samg wariancje) lub inaczej: odchylenie
standardowe [Poon, 2005]. Popularno$é¢ takiego ujecia wynika zapewne
z praktyki myS$lenia o zmiennych finansowych — cenach lub stopach zwrotu
— w kategorii proceséw stochastycznych i zmiennych losowych. Jesli stopa
zwrotu? x; jest zmienng losowa, to charakteryzuje ja rozklad statystyczny,
a wiec takie parametry jak warto$S¢ oczekiwana i stopien rozproszenia wokot
niej (oba moga by¢ rzecz jasna nieznane). Wariancja dana jest nastepujacym
wzorem:
2

ICIEED @

i=1

s? =

2|

gdzie ¥ jest Srednig z préby liczacej N elementéw. Naturalnym podejSciem
wydaje sie szacowanie (4) w oparciu o dzienne stopy zwrotu, tj. np. ceny
z zamKkniecia gieldy w danym dniu (stad czesto uzywana nazwa estymatora
close-close). Wowcezas jednak otrzymany wynik trzeba zannualizowaé mnozgc
przez liczbe dni roboczych w roku, czyli w Polsce 250. W tej procedurze ukryte
sg dwa zalozenia: (i) ze dzienne stopy zwrotu sg niezalezne i pochodzg z iden-
tycznego rozkiadu o skonczonej wariancji; oraz (ii) ze czas na uzytek obliczen

9 Oile nie zaznaczono inaczej, tu i ponizej stopa zwrotu oznacza zawsze logarytmiczng stope
zwrotu z danego aktywa S, tj. x; , ; = In(S; . ;) — In(S;). Na temat wykorzystania logarytmicznych
stop zwrotu por. np. Hudson [2010].
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moze by¢ mierzony w dniach handlowych, a nie kalendarzowych. Pierwsze za-
lozenie nie znajduje wprawdzie potwierdzenia w danych empirycznych [Eng-
le, 1982], ale jego powszechng akceptacje — takze przez nadzorco6w!® — moz-
na tlumaczyé brakiem przystepnych i zarazem wiarygodnych alternatyw [Da-
nielsson i Zigrand, 2006]. Drugie zalozenie moze sie na pierwszy rzut oka wy-
da¢ nieintuicyjne — szczegéblnie, jesli przyjac, ze katalizatorem zmiennos$ci
jest naptyw nowych informacji w czasie rzeczywistym — jednak okazuje sie,
ze wariancja stop zwrotu np. z piatku na poniedziatek nie jest wcale propor-
cjonalnie wieksza niz ta z czwartku na pigtek [French, 1980; French i Roll,
1986], a zatem zmienno$¢ jest w duzej mierze determinowana aktywnos$cig
handlowg i tak powinna byé¢ skalowana. W obliczaniu (4) zaklada sie tez, ze
wykorzystywany szereg cen (stop zwrotow) zostal oczyszczony z wplywu wy-
platy dywidendy oraz innych czynnikéw, jak np. prawa poboru, podzialy lub
konsolidacje akcji, ktére mogg zaburza¢ wycene z powodéw nieekonomicz-
nych. Nieskorygowanie cen moze prowadzié¢ do istotnych bledéw pomiaru.
Na przyktad 12 lipca 2012 r. cena sp6tki KGHM spadta ze 144,90 z1 do 117,00 zi
na zamknieciu dnia poprzedniego (tj. o 18,75%), co odzwierciedlato wyptate
dywidendy. Gdyby szereg danych nie zostal oczyszczony, 30-dniowa zmien-
no$¢ cen akeji sp6iki wyniostaby 66% zamiast rzeczywistych 33%, po skorygo-
waniu o dywidende.

Wzoér (4) jest oczywiScie szczegolnie ciekawy nie dlatego, ze mowi co$ o da-
nych z préby, ale poniewaz, przy pewnych dodatkowych zatozeniach, pozwala
wnioskowaé o parametrach — a wiec i ksztalcie — rozkladu stép zwrotu. Na
uzytek estymacji przyjmuje sie czesto, ze x = 0 (por. np. [Black, 1976a]), co wy-
nika z faktu, ze niepewnos$¢é woko6l oszacowania warto$ci oczekiwanej maleje
znacznie wolniej ze zwiekszeniem proby niz niepewno$é wokoét oszacowania
wariancji [pewna ambiwalencja wobec szacowania trendu stép zwrotu wynika
takze z tego, ze nie jest on wykorzystywany we wzorach na wycene opcji (2)].
W takim wypadku s2? jest nieobcigzonym estymatorem wariancji, tj. E(s?) =
= o2 (gdyby na S$rednig nie zostato narzucone ograniczenie, to mianownik
w (4) powinien by¢ réwny N -1, bo informacja zawarta w jednej obserwacji zo-
staje juz wykorzystana do estymacji x, por. np. [Figlewski, 1997]). W wiekszo$§-
cizastosowan interesujaca jest przede wszystkim znajomos$¢é odchylenia stan-
dardowego — jest ono wyrazone w tych samych jednostkach co $rednia (np. z1,
anie z12) i jego estymator wykazuje wieksza stabilno$é. Jednak ze wzgledu na
wypuklosé funkceji pierwiastek ze Sredniej jest wiekszy niz Srednia z pier-
wiastkow, tj. IF{ \/ST) < JE(sz), a zatem estymator odchylenia standardowego

bedzie obcigzony.
10 Np. Uchwala Nr 324/2011 KNF z 20 grudnia 2011 r. stwierdza: , bank moze wykorzystaé

miary warto$ci zagrozonej obliczone zgodnie z krotszymi okresami utrzymywania pozycji skalo-
wanymi do 10 dni, na przykiad przez pierwiastek kwadratowy czasu”.
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Z obcigzeniem tym mozna sobie poradzi¢ w dwojaki sposéb. Pierwsza,
praktyczna metoda polega na przyjeciu, ze x; ~ N(0, o211 j rozpatrzeniu $red-
niej wartosci bezwzglednych stop zwrotu, ktérej nieobcigzonym estymatorem
jest oczywiscie %Z\xl\ Poniewaz warto$é oczekiwana modulu zmiennej

losowej o rozkladzie normalnym wynosi G\F, to estymator odchylenia stan-
s

dardowego stop zwrotu (w ujeciu zannualizowanym) mozna wyrazi¢ przez:

N 2507 1
5 =175 N;\xi\wlg,QE(\xiD (5)

Warto zauwazyé, ze rownanie (5) definiuje prostg regule kciuka: nieobserwo-
walna zmienno$é stop zwrotu powinna by¢é w przyblizeniu réwna 20-krotnosci
Sredniej dziennej stopy zwrotu, co do ktorej uczestnicy rynku majg z reguty
duzo lepsze wyczucie intuicyjne.

Druga, bardziej formalna metoda korekty obcigzenia takze opiera sie na
zalozeniu normalnoSci. Przyjmujac, ze x; ~ N(O, 02), mozna wyrazié funkeje ge-
stoSci odchylenia standardowego z préby jako funkcje analizowanego szere-
gu czasowego:

[N (VD)

202] —Ns?| n

oy(s)=2 (N exp o ]sN 2 (6)
2

gdzie I' jest funkecjg gamma zdefiniowang jako I'(n) = (n — 1)!. Im wieksze N,
tym bardziej warto$¢é oczekiwana s zbliza sie do o i tym mniejsze obcigzenie
estymatora. Okazuje sie, ze obcigzenie s mozna wyrazi¢ analitycznie:

)

Stad S jest nieobcigzonym estymatorem o. Chociaz % _nie bedzie sy-

6(N) 6(N)
stematycznie zawyzal ani zanizal o, to zbiezno$¢é do wartosci oczekiwanej
postepuje wolno, co oznacza, ze estymator jest nieefektywny. Wariancja osza-
cowania zmienno$ci z proby wynosi

1 Przyjecie zalozenia o normalnosci (log-normalnosci) stop zwrotu jest z reguty motywowa-
ne na gruncie teoretycznym zastosowaniem Centralnego Twierdzenia Granicznego, w ktérym
dzienne stopy zwrotu traktowane sg jako sumy niezaleznych ruchéw cen o duzo wyzszej czesto-
tliwosci [Rebonato, 2007].
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1 2]
—|IN-1-2 0% ~
N N-1

2

Widaé zatem, ze oszacowanie zmienno$ci jest tym lepsze — btad standar-
dowy tym mniejszy — im wieksza jest liczba elementéw wykorzystanych do
estymacji.

Dalszy rozw6j metod pomiaru zmiennos$ci moze wiec polegaé albo na po-
szukiwaniu coraz efektywniejszych estymatorow, by¢ moze wykorzystujgcych
inne dane niz tylko te z zamkniecia sesji, albo na wykorzystaniu coraz diuz-
szych szeregdéw czasowych. Drugie podej$cie moze sie z pozoru wydawacé bar-
dziej zachecajace, wigze sie ono jednak z pewnym dylematem. Ot6z do tej
pory zmiennos$¢ byla traktowana jako zmienna nieobserwowalna, ale jednak
stata. Jesli zmienno$é fluktuuje w czasie, uwzglednienie w estymacji zbyt diu-
gich szeregéw czasowych moze zaburzyé oszacowanie, bo wykorzystane dane
beda dotyczy¢ w istocie proceséw o innych parametrach. Z kolei zbyt krotkie
szeregi czasowe mogg oznaczaé zbyt duzy biad pomiaru [w myS$l (8)]. Rozsad-
nym wyjSciem z sytuacji jest wiec rozwazenie danych o wyzszej niz dzienna
czestotliwosci, co jednak wigze sie z odrebnymi problemami. W dalszej czesci
niniejszego rozdziatu oméwiono nieco bardziej szczegétowo oba podejscia —
poszukiwanie efektywniejszego estymatora i wykorzystanie danych o wyso-
kiej czestotliwo$ci — zwracajac uwage na ich wzgledne wady i zalety.

o
— i 8
var(s) 5 oN 3

2.1. Alternatywne estymatory zmienno$ci

Wilmott [2006] wymienia trzy alternatywne estymatory zmiennosci — Par-
kinsona, Garmana i Klassa oraz Rogersa i Satchella — zwane takze estymato-
rami zrealizowanego zakresu zmian!2. Pierwszy z nich [Parkinson, 1980a]
opiera sie na wykorzystaniu ekstremow cen z danego dnia:

&)

N
o 41n( 2) 2 I
gdzie h; oraz l; oznaczajg odpowiednio cene maksymalng i minimalng w dniu
1, czy — bardziej precyzyjnie — w ustalonej jednostce czasu. Intuicyjnie
wydaje sie, ze (9) powinien by¢ dobrym estymatorem o. Po pierwsze, im wiek-
sze jest odchylenie standardowe stop zwrotu, tym wieksze warto$ci powinno

. , . h, h,
przyjmowaé¢ wyrazenie In|—|; i odwrotnie — mate wartosci In|— . powinny

i

i
wskazywac¢ na mate o. Po drugie, wykorzystanie dwéch cen z danego dnia
12 Dla wygody zostang zaprezentowane estymatory wariancji; mozna je przeksztalcié do nie-

obcigzonych estymatoréw odchylen standardowych, postugujac sie analogiczng metoda, jak po-
Wyzej.
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(maksymalnej i minimalnej) — a nie tylko jednej, jak w estymatorze close-clo-
se — poszerza zakres wykorzystanych informacji i powinno poprawia¢ jakosé
estymacji. I rzeczywiscie, jak pokazuje Parkinson, wariancja (9) wynosi

A2 0,410'
var|éy | =

. Z kolei wariancja s2, przy zalozeniu z = 0, wynosi 27\7 13 Stad,
P

aby osiagna¢ ten sam rzad dokladnosSci estymatoré6w w obu metodach, powin-
no sie wykorzysta¢ N ~ 5Ny, tj. pieciokrotnie wiecej obserwacji w estymacji
z wykorzystaniem tradycyjnej formuty.

Wada estymatora Parkinsona moze by¢ to, ze — wykorzystujac jedynie
informacje o cenach maksymalnych i minimalnych — pomija ich zwigzek
z cenami zamkniecia danego dnia. Tymczasem, jak argumentujg Garman
i Klass [1980], uwzglednienie tego zwigzku powinno jeszcze bardziej popra-
wié jakos$é estymacji. Stad zaproponowany przez Garmana i Klassa estymator
ma postac:

Wartosci oczekiwane estymatorow zmiennosci (prawdziwa wariancja = 1,0)

Liczba transakciji Estymator Parkinsona 8,2, Estymator Garmana-Klassa 85(

5) 0,55 0,38

10 0,65 0,51

20 0,74 0,64

50 0,82 0,73

100 0,86 0,80

200 0,89 0,85

500 0,92 0,89

Zrodio: Garman i Klass [1980].

11& ?
GGKZEN;IH (2In2-1) 21[

gdzie c; jest ceng zamkniecia z dnia i. Jak widac (10) jest Srednig wazong esty-
matorow (4) i (9). Wagi dobrano w taki sposéb, aby zminimalizowaé¢ wariancje.
Okazuje sie, ze estymator Garmana-Klassa jest siedmiokrotnie bardziej efek-
tywny (tj. ma siedmiokrotnie mniejszg wariancje) niz (4), a — dzieki uwzgled-
nieniu informacji o cenach zamkniecia — takzie o 50% efektywniejszy niz
estymator Parkinsona. Oba jednak, o%, oraz o5, zostaly wyprowadzone przy
zalozeniu, ze proces generujgcy ceny ma charakter ciggly lub — bardziej for-
malnie — ze stopy zwrotu mozna opisa¢ standardowym ruchem Browna, tj.

hi|"
L

-1

] 10

3 Lehmann i Casella [1998, s. 92], pokazuja, ze (n — 1)s?/0> ma rozklad x 2_,. Poniewaz rozktad
x2z (n-1) stopniami swobody ma wariancje 2(n - 1) [ibid., s. 31], to var(s?) = 26%/(n — 1). Przy zna-
nej Sredniej liczba stopni swobody wynosi N, jak powyzej.
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x, =oe, t,gdziee, ~ IID(0, 1). Jesli transakcje zachodza w dyskretnych odste-
pach czasu —tak jak to ma miejsce w rzeczywistosci — to ,,prawdziwe” nieob-
serwowalne ceny moga nie zdgzy¢ osiggngé swoich maksimow/minimow. Tym
samym obserwowane wartosSci h; oraz [, beda co do wartoSci bezwzglednej
mniejsze niz faktycznie, przez co wyliczone statystyki bedg obcigzone. Co cie-
kawe, jak wynika z tabeli 1., obcigzenie estymatora Garmana-Klassa jest
nawet wieksze niz estymatora Parkinsona (aby otrzymac¢ wartosci nieobcigzo-
ne, nalezy podzielié oszacowane statystyki przez wartosci obcigzen podane
w tabeli).

Stosunkowo najwiekszg odpornosé na dyskretny sposéb probkowania cen
wykazuje klasyczny estymator (4) z x = 0, ktérego wartos$ci oczekiwane w sy-
mulacji Garmana i Klassa [1980] odbiegajg od prawdziwej wariancji najwyzej
00,01-0,03. Tu jednak pojawia sie inny problem — zalozenie zerowego trendu
w procesie stép zwrotu bylo poczynione z powodéw raczej pragmatycznych
i nie musi wecale by¢ prawdziwe; je$li natomiast stopy zwrotu majg w rzeczy-
wisto$ci niezerowy trend, to estymator (4) bedzie oczywiscie obcigzony [po-
dobnie zresztg jak (9) i (10)]. Dlatego Rogers i Satchell [1991a] proponujg na-
stepujgca modyfikacje podej$cia Garmana-Klassa (por. takze [Rogers, Sa-
tchell i Yoon, 1994]):

N

o1
ORS_NZ

i=1

lnh—i
0.

T

+lnl—i
0.

T

lnl—i—lnc—i
0, 0

i i

I’ S 11)

(O (0]

i i

gdzie o, jest ceng otwarcia z dnia i. Okazuje sie, ze E( o%g) = o2t, takze wtedy,
gdy x, ma niezerowy trend. JednoczesSnie estymator (11) wypada tez wyraznie
lepiej niz (10) w badaniu symulacyjnym: 95-procentowy przedziat ufnosci wo-
kot 8%{3 zawieral prawdziwy parametr o2 az w 15 sposréd 16 rozwazonych spe-
cyfikacji. Z kolei 6% poradzil sobie w 3 z 4 specyfikacji, w ktorych oczekiwana
stopa zwrotu byla réwna 0, lecz nie poradzil sobie zupelnie w pozostalych, tj.
95-procentowy przedzial ufnos$ci nie zawierat prawdziwej wariancji.

Uwzglednienie w estymacji trendu pozbawia Sﬁs istotnego obcigzenia —
tym wiekszego, im wieksza jest relacja p/o i im mniejsza czestotliwos$é wyko-
rzystywanych danych. Jednak (11) ma wecigz jeden mankament, ktérego nie
mial podstawowy estymator wariancji — zaniza zmienno$¢é w sytuacjach, gdy
ceny akeji wykazujg skokowe zmiany w chwili otwarcia. Rynki na wiekszo$¢é
aktywow sg okresowe zamykane — na noc, dni wolne od pracy lub $wieta —
i informacje naplywajagce w tym czasie ,,przerwy”’ moga sie przyczyni¢ do
gwaltownego odchylenia cen otwarcia od poziomoéw zamkniecia z poprzed-
niego dnia roboczego, co powinno by¢ uwzglednione w estymacji. Tymczasem
zarowno Parkinson [1980b] jak Rogers i Satchell [1991b] zaktadajg, ze cena
otwarcia w dniu ¢ jest rowna cenie zamkniecia w dniu 7 — 1, a wiec de facto ze
rynek jest otwarty nieprzerwanie, co oczywisScie bedzie zanizaé¢ oszacowanie
zmienno$ci. Od wady tej jest za to wolny estymator zaproponowany stosunko-
wo niedawno w pracy [Yang i Zhang, 2000]:

30



Pomiar i modelowanie zmiennosci — przeglad literatury

2

E XN
N1

2

+H1-k)o%, (12)

m-2i _p %
c. —1 c, —1

2 T

c, C.
In—* —In—*
0 0

i i

0,34
134+ (N+1)/(N-1)

malizowaé¢ wariancje oszacowania. Estymator %, jest nieobciazony (przy
zalozeniu cigglos$ci), niezalezny od trendu ;. i uwzglednia skoki cen na otwar-

ciu. Yang i Zhang [2000] pokazuja ponadto, ze 53, ma ponad siedmiokrotnie
mniejszg wariancje niz (4) i tylko ok. 8% wiekszg niz (10) przy braku trendu
w danych (6%, w takich sytuacjach jest najefektywniejszy). Z drugiej strony,
w przypadku procesu cenowego, w ktorym zmienno$é jest zdominowana
przez skoki cenowe na otwarciu, efektywnos¢ 6%, bedzie niemal réwna efek-
tywnos$ci klasycznego estymatora wariancji (4). Cho¢ réznice te sg niewatpli-
wie istotne, trzeba pamietaé, ze zostaly oszacowane w oparciu o dane pocho-
dzace z symulacji stochastycznych. Poréwnanie z wykorzystaniem danych
empirycznych, ktore przeprowadzili np. Brandt i Kinlay [2005], pokazuje, Ze
wszystkie estymatory zrealizowanego zakresu zmian dajg podobne wyniki i sg
ze sobg bardzo silnie skorelowane. Od catej grupy wyraznie natomiast odsta-
je estymator (4), ktéory wypada gorzej wedtug wszystkich zastosowanych przez
autorow kryteriow. Do podobnych wnioskéw dochodza Slepaczuk i Zakrzew-
ski [2008], ktorzy podkreslajg dodatkowo, ze w praktyce — gdy stopy zwrotu
nie maja charakteru cigglego i prawdziwa zmiennos$¢ nie jest znana — istot-
niejszy od samego estymatora jest wybor okna czasowego wykorzystywanego
do estymacji.

gdzie k = stata jest dobierana w taki sposo6b, zeby zmini-

2.2. Dane wysokiej czestotliwoSci

Zgodnie z podstawowg zasadg statystyki — wyrazona zreszta implicite we
wzorze (8) — zwiekszenie liczby niezaleznych obserwacji w probie zwieksza
liczbe stopni swobody i poprawia wiarygodnos$é¢ estymatora. Mozna na przy-
ktad tatwo obliczyé, ze wykorzystanie danych o dziennych stopach zwrotu za
ostatnie 10 lat (tj. 10 x 250 obserwacji) pozwala ograniczy¢ niepewnos$¢ wokot
oszacowania zmiennosci do ok. 1,4%, co przy prawdziwej zmiennoSci na po-
ziomie 25% oznacza btad zaledwie 0,4%. Tu jednak pojawia sie inny problem.
Dotychezasowe rozwazania opieraly sie na zalozeniu, ze zmienno$¢ jest stata,
co by¢ moze stanowi dopuszczalne przyblizenie w bardzo krotkim okresie, ale
jest raczej nie do obrony w diuzszym czasie. Wydaje sie niekontrowersyjne,
ze w ciggu 10 lat charakterystyka procesu cenowego mogta sie znaczgco zmie-
ni¢, co z kolei oznaczatoby, ze cze$§¢é wykorzystanych danych byla realizacja
zupelnie innej zmiennej losowej (w szczegdlnosci tzw. efekt dzwigni wskazu-
je, ze zmiennos$¢ jest ujemnie skorelowana z ceng instrumentu bazowego,
por. np. [Nandi, 1998]). Okazuje sie jednak, ze zamiast i$¢ ,,dalej” w czasie,
mozna rownie dobrze is¢ ,,glebiej” — siegajac po dane wysokiej czestotliwos-
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ci ze znacznie krotszego okresu. Jak zauwazajg Dacorogna, Gencay, Miiller,
Pictet i Olsen [2001], liczba dostepnych obecnie obserwacji z jednego tylko
dnia na plynnym rynku jest rowna liczbie obserwacji dziennych za okres 30
lat. Wykorzystanie danych wysokiej czestotliwo$ci miatoby te dodatkowg za-
lete, ze zaprezentowane dotychczas estymatory (9)-(12) nie sg wrazliwe na
zmienno$¢ intraday — mozna sobie bowiem wyobrazi¢ dwie hipotetyczne
Sciezki ewolucji cen, z identycznymi cenami otwarcia/zamkniecia oraz
min/max i zarazem ré6zng zmiennoScig Sréddzienna, ktéora z kolei moze byé
istotna w wielu praktycznych zastosowaniach, np. aktywnym zarzadzaniu
portfelem opcyjnym. Wreszcie wysoka czestotliwo§é danych pozwala lepiej
aproksymowac teoretyczny ciggly model procesu cenowego. Rzeczywiscie,
Andersen i Bollerslev[1998] pokazuja, ze nieobserwowalna wariancja ciggle-
go procesu cenowego moze by¢ dobrze przyblizona sumg kwadratéw $rod-
dziennych stop zwrotu, jesli tylko czestotliwo$é danych jest wystarczajaco
wysoka (i nie wystepuje autokorelacja). Fung i Hsieh [1991] nazywajg taki
estymator ,,zmienno$cig zrealizowang”.

Niestety, jak zauwazyl juz Black [1986], obserwowane ceny transakcyjne
odzwierciedlajg nie tylko prawdziwg wartosé¢ ,ré6wnowagowq”, ale takze
szum wynikajacy z mikrostruktury rynku (np. wolumenu realizowanej trans-
akeji, pory dnia jej wykonywania, spreadu bid-ask itp.)!4. W istocie — im
mniejsza jednostka czasu, tym wiekszy jest udzial szumu spowodowanego mi-
krostrukturg rynku i zarazem mniejszy udzial rzeczywistego sygnatu cenowe-
go w obserwowanej cenie transakcyjnej. Dzieje sie tak dlatego, ze informacja
o zmiennoSci zawarta w stopie zwrotu jest proporcjonalna do uplywu czasu
pomiedzy obiema cenami, a poziom szumu mikrostrukturalnego w kazdej
z tych cen jest staty. A zatem, im dluzszy uptyw czasu, tym korzystniejszy sto-
sunek sygnalu do szumu w obserwowanych cenach [Ait-Sahalia, Mykland
i Zhang, 2005; Ait-Sahalia i Mykland, 2009]. Z drugiej strony, wykorzystanie
danych wysokiej czestotliwos$ci moze — oprocz szumu — ujawnié jakosciowo
nowe elementy struktury stochastycznej, jak np. $réoddzienng sezonowo$é
zmiennoS$ci. Lequeux [1999] pokazuje na przyklad, ze zmienno$¢é na rynku
walutowym, obligacji i akcji zachowuje sie bardzo podobnie — osigga maksi-
mum na otwarciu, maleje w ciggu dnia, by wzrosngé¢ ponownie pod koniec
sesji. Praktyczne znaczenie sezonowos$ci $roddziennej wydaje sie jednak
raczej ograniczone. Przy zarzadzaniu pozycja opcyjnag w dluzszym horyzoncie
efekty sezonowo$ci w ciggu dnia ulegng usSrednieniu, w perspektywie krot-
kookresowej zas gore wezmie prawdopodobnie efekt Sciezki ewolucji instru-
mentu bazowego [Sinclair, 2008].

14 Nb. Black [1986] uwazat, ze to wlasnie dzieki szumowi informacyjnemu mozliwy jest plyn-
ny rynek finansowy, nawet jesli rynek ten jest w konsekwencji mniej efektywny. Omoéwienie
zagadnien zwigzanych z mikrostruktura rynku i wykorzystanie danych wysokiej czestotliwos$ci
zawiera np. [Lequeux, 1999; Dacorogna, Gencay, Miiller, Pictet i Olsen, 2001 oraz Hautsch,
2011].
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Jakg czestotliwo$é danych nalezy wobec tego wykorzystywaé, aby uzyskacé
najlepszej jakosci estymator? W literaturze spotyka sie rézne podejscia. Na
przykiad Andersen, Bollerslev, Diebold i Ebens [2001], Barndorff-Nielsen
i Shephard [2002] oraz Gencay, Ballocchi, Dacorogna, Olsen i Pictet [2002]
wykorzystuja dane 5-minutowe. Sinclair [2008] wskazuje, ze wlasciwa czestot-
liwo$¢ zalezy od produktu i rynku, ale z reguly lokuje sie w przedziale 15-30
minut. Z kolei Andersen, Bollerslev, Diebold i Labys [2003] uwazaja, ze dane
30-minutowe stanowig rozsgdny kompromis pomiedzy obfitoScig danych a in-
tensywnosScig frykeji rynkowych. Ait-Sahalia, Mykland i Zhang [2005] pokazu-
ja formalnie, ze jeSli w danych wystepuje szum, ktérego nie uwzglednia sie
bezposrednio w metodzie estymacji, woweczas optymalna czestotliwo$é da-
nych jest skonczona i zalezy od parametrow szumu oraz dlugosci analizowa-
nej proby. I tak na przyklad w przypadku rynku akeji — gdzie zmienno$é indu-
kowana mikrostruktura rynku wnosi ok. 60% do calkowitej wariancji $rod-
dziennych sté6p zwrotu — optymalna czestotliwo$é wynosi 32 minuty oraz 3,3
godziny odpowiednio dla proby obejmujacej 1 dzien i 1 rok. Jesli natomiast
szum zostanie uwzgledniony explicite przez odpowiednig korekte specyfika-
cji modelu, wowczas — zgodnie z elementarng intuicja — optymalne staje sie
wykorzystanie wszystkich dostepnych danych, z dowolng czestotliwoscig (Ait-
-Sahalia, Mykland i Zhang, 2005]. Metoda uwzgledniania szumu w estymacji
zmiennoS$ci metodg najwiekszej wiarygodnosci jest jednak na tyle skompli-
kowana, ze trudno sobie wyobrazi¢ jej wieksze upowszechnienie. Znacznie
prostsze w implementacji podejScie Andersena i Bollersleva [1998] jest nato-
miast bardzo wrazliwe na efekty mikrostruktury rynku, co prébowali p6zniej
skorygowaé¢ Zhang, Mykland i Ait-Sahalia [2005] oraz Hansen i Lunde [2006].
Wreszcie Martens i van Dijk [2007], wzorujac sie na podejSciu Parkinsona
[1980b], zaproponowali zastgpienie kwadratéw Sroddziennych stéop zwrotu
réznicami miedzy ceng maksymalng i minimalng w danym oknie czasowym,
co istotnie poprawia efektywno$¢ estymacji zmiennoSci.

OczywiScie catkowitg odporno$é na szum w danych sréddziennych wyka-
zujg — ze wzgledu na swa konstrukecje — estymatory opisane w sekeji 2.1. [Ali-
zadeh, Brandt i Diebold, 2002]. Shu i Zhang [2006] poréwnujg wiec obie meto-
dy estymacji — tj. estymatory zrealizowanego zakresu zmian oraz zmiennos$ci
zrealizowanej — wykorzystujgc symulacje Monte Carlo oraz dane empiryczne
wysokiej czestotliwo$ci z gieldy amerykanskiej. W przypadku symulacji
,prawdziwych” cen, tj. cen pozbawionych spreadu bid-ask, zmienno$¢ zreali-
zowana okazuje sie przybliza¢ prawdziwg wariancje z dokladnosciag 0,01%,
wobec obcigzenia 6%-9% dla estymatorow (9)-(12). Ponadto wzgledna efek-
tywno$¢é zmiennoSci zrealizowanej — mierzona relacja jej wariancji do wa-
riancji estymatora Parkinsona — wynosi na ,,prawdziwych” cenach ponad 80,
natomiast w przypadku pozostalych estymatoréw zrealizowanego zakresu
zmian zaledwie 1,4-1,8. R6znice zacieraja sie jednak, gdy symulowane dane
zawierajg spread bid-ask. W tym wypadku wzgledna efektywno$¢ zmiennos$ci
zrealizowanej zmniejsza sie do 3,2, przy wzroscie obcigzenia do 6,8%, miary
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efektywnosci za$ dla pozostalych estymatoréw — niewrazliwych na efekty mi-
krostruktury rynku — pozostajg na niezmienionych poziomach. Analiza wlas-
nosci estymatoréw na danych empirycznych jest utrudniona, poniewaz praw-
dziwa zmienno$¢ jest nieobserwowalna, a — co za tym idzie — brakuje natu-
ralnego wzorca, do ktéorego mozna by odnosi¢ uzyskane wyniki w celu oszaco-
wania obcigzenia. Shu i Zhang [2006] przyjmuja, ze miarg ,,prawdziwej”’
zmiennos$ci indeksu S&P 500 jest zmiennos$¢ zrealizowana obliczona jako
suma kwadratow 15-minutowych stop zwrotu (akurat w tym oknie czasowym
ustabilizowaly sie warto$ci zmiennoSci zrealizowanej). W tym wypadku naj-
lepszy okazuje sie estymator (10), ktory ma nie tylko najmniejsze obcigzenie
(1,05%), ale jednocze$nie najmniejszg wariancje.

2.3. Podsumowanie

Wniosek, jaki sie wylania z tego — z koniecznoS$ci zwieztego — przegladu
literatury, moze sie wydac nieco rozczarowujacy. Chociaz struktura prezenta-
cji sugerowatla, ze kazdy kolejny estymator byt zaprojektowany w taki sposéb,
aby naprawi¢ jakie§ mankament poprzedniego — i rzeczywiscie w pewnym
stopniu tak wilasnie bylo — to przeglad nie konczy sie wskazaniem jednej
metody pomiaru zmiennoSci, ktéra by bezwzglednie gérowata nad innymi.
Nie jest jednak tak, ze przedstawione wyniki badan sg en gros niekonkluzyw-
ne. Po pierwsze, wlasnosSci estymatoréw zaleza od charakteru danych, ich
czestotliwos$ci, stosunku sygnalu do szumu itp. Po drugie, najbardziej po-
wszechny, klasyczny estymator wariancji (4), obliczony z wykorzystaniem
danych dziennych, jest miarg niedokladng i mato efektywna w sensie staty-
stycznym. Po trzecie, te nieefektywno$¢é mozna w duzym stopniu wyelimino-
waé, uwzgledniajgce dane Sroddzienne wysokiej czestotliwosci. Po czwarte,
zrealizowana wariancja jest bardzo efektywnym estymatorem zmienno$ci,
szczegolnie w przypadku danych teoretycznych, gdy znana jest prawdziwa
warto$¢ zmiennosci. Na rzeczywistych danych empirycznych dobrze wypada-
ja takze estymatory zrealizowanego zakresu zmian, ktére wymagaja z reguty
mniejszej iloSci informacji, aby osiggngé¢ poréwnywalng efektywnos$é. Wresz-
cie przydatne moze sie okaza¢ takze poréwnanie wskazan réznych estymato-
row. Jesli na przyklad estymatory Parkinsona i Garmana-Klassa wskazujg na
zmienno$¢é zblizong do 30%, a Rogersa-Satchella sugeruje warto$é blizszag
20%, mozna domniemywaé, ze stopy zwrotu wykazuja rosnacy trend, ktérego
nieuwzglednienie powoduje zawyzone oszacowanie 0% i 0%. Z kolei niska
warto$¢ klasycznego estymatora wariancji w poréwnaniu do estymatora Par-
kinsona moze sugerowac, ze znaczna czesS¢ zmiennosci jest generowana przez
ruchy cen $réddziennych. Wszystkie te informacje moga by¢é pomocne przy
okreslaniu procedury zabezpieczania pozycji opcyjnej.

3. Prognozowanie zmiennosSci
W rozdziale 2. zaprezentowane giéwne metody pomiaru zmiennosci. Kaz-
da z miar wyrazala jednak zmiennos$¢ historyezna, tj. juz de facto zrealizowa-
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na w danym okresie w przeszlo$ci. Tymczasem z perspektywy wyceny opcji,
atakze zysku na zabezpieczonej pozycji (3), kluczowe jest przyszie ksztaltowa-
nie sie zmiennos$ci instrumentu bazowego w okresie do zapadalnos$ci transak-
cji opeyjnej. Chociaz w oryginalnym podej$ciu BSM przyjmuje sie zalozenie,
ze zmienno$¢ jest immanentng niezmienng wtasnoscig kazdego instrumentu
bazowego — co umozliwito eleganckie analityczne wyprowadzenie wzoréw
(2)-(3) — nawet dla samych autoréw bylo oczywiste, ze jest to tylko przyblize-
nie, w dodatku niezbyt poprawnel®. Istotnie, niedtugo po opublikowaniu teo-
rii BSM, zaczeto prowadzi¢ badania nad ksztaltem i stabilno$cia rozktadéw
stoép zwrotu, a takze ewolucjg w czasie ich zmiennoSci. Efektem tych badan
jest pokazna juz dzis literatura, ktérej najwazniejsze wnioski — tzw. fakty sty-
lizowane — mozna podsumowaé¢ nastepujaco [Cont, 2001; Poon, 2005]. Po
pierwsze, stopy zwrotu nie wykazujg autokorelacji, co ma ekonomiczng inter-
pretacje (stabej) efektywnos$ci rynku [Fama, 1970]. Po drugie, rozkiady stép
zwrotu maja grube ogony. Po trzecie, zmienno$é stép zwrotu wykazuje ten-
dencje do tworzenia skupisk (grupowania sie). Intuicyjnie oznacza to, ze du-
zym (malym) zmianom cen aktywéw w danym dniu towarzysza duze (mate)
zmiany w dniu kolejnym, a formalnie, Zze warto$ci bezwzgledne lub kwadraty
stop zwrotu w kolejnych okresach wykazuja dodatnig i powoli wygasajaca
autokorelacje. Po czwarte wreszcie, zmienno$¢é jest ujemnie skorelowana
z poziomem stép zwrotu, tj. zmienno$é ro$nie, gdy ceny aktywoéw spadajg (tzw.
efekt dzwigni)!6. Wszystkie powyzsze obserwacje wskazuja, ze zmiennoS$¢ nie
jest stata i ze mozna podejmowac¢ proby prognozowania jej przyszlych fluk-
tuacji. Ponizej przedstawiono wtasnie przeglad najwazniejszych metod i wy-
nikéw w tym zakresie, wyrézniajac metody oparte na analizie szeregéw czaso-
wych oraz na implikowaniu oczekiwan z cen rynkowych!”.

3.1. Metody szeregow czasowych

Pierwsza klasa metod opiera sie na formutowaniu prognoz w oparciu o hi-
storyczne oszacowania zmiennos$ci. Jedna z najprostszych metod w tej grupie
polega na zalozeniu, ze proces ewolucji zmienno$ci w czasie ma charakter
biadzenia losowego, tj. o, = o, _; + ¢, gdzie ¢, jest bialym szumem. W takim
ujeciu najlepsza prognoza przysziej zmiennosci jest rzecz jasna dzisiejsza
zmienno§$é, obliczona jako odchylenie standardowe dziennych stép zwrotu,

15 Fischer Black mial kiedy$ napisaé: , Przypus$émy, ze uzyjemy odchylenia standardowe-
go... mozliwych przysziych stop zwrotu z akeji... jako miary jej zmiennosci. Czy sensowne jest
przyjecie, ze zmiennosS¢ jest stala w czasie? Nie sadze”, za: [Lewis, 2000].

16 Por. takze [Black, 1976b] oraz [Christie, 1982]. Kapital firmy E moze by¢ postrzegany jako
opcja na aktywa firmy V z ceng wykonania rowna poziomowi zadiuzenia D, przy czym V=D + E.
Jesli dV = VodZ, a poziom zadiuzenia jest stabilny, wowczas de = de = V(;;iz = (D + g)cdz, stad

. Zatem zmiennoS$¢ cen akeji rosnie, gdy cena akceji spada.

op=20

1+ 2
E

17 Ponizsza dyskusja opiera sie w duzej mierze na pracy [Poon, 2005], ktéra zawiera bardzo
obszerny przeglad literatury przedmiotu.
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lub — jesli szereg czasowy jest zbyt krotki — jako zrealizowany zakres zmian
Sroddziennych. Prognoza zmiennos$ci moze jednak byé stworzona nie tylko
w oparciu o jej ostatnig zaobserwowang wartosé, ale takze o wszystkie do-
stepne wartosci, jak w metodzie Sredniej historycznej, gdzie:

1
O :E(ot+om+...+ol) (13)

Wariantem S$redniej historycznej jest $rednia kroczgca, w ktorej bierze sie
pod uwage tylko T ostatnich obserwacji (zamiast wszystkich dostepnych):

O, = ;(C’t +o,, +.to, ) Stosunkowo najbardziej wyrafinowanym podejs-

ciem w tej klasie jest metoda wykladniczo wazonej Sredniej ruchomej (Expo-
nentially Weighted Moving Average, EWMA) opracowana przez zespol Riskme-
trics Longerstaey [1996]. Punktem wyj$cia jest definicja estymatora:

ol =(1-XN)>_N"a?, (14)
i=1

gdzie X € (0, 1) okresSla wage przypisywang stopom zwrotu x, ze wzgledu na ich
oddalenie w czasie (zaktada sie, jak wszedzie powyzej, ze wartoS¢ oczekiwana
stop zwrotu wynosi zero). Zesp6t Riskmetrics proponowat, by optymalna war-
to§¢ parametru \ ustalaé¢ na podstawie minimalizacji bledu $redniokwadra-
towego prognozy przeprowadzonej dla 480 szeregéw czasowych roéznych
zmiennych finansowych (np. dla jednodniowej prognozy zmiennosci X\ = 0,94,
a miesiecznej X = 0,97). Prognozowanie w oparciu o EWMA opiera sie na
rekursywnych wiasnos$ciach estymatora (14), ktére z kolei maja odzwiercied-
la¢ obserwowang empirycznie autokorelacje kwadratow stop zwrotéw. Dys-
ponujac danymi o stopach zwrotu do chwili ¢, prognoze zmiennoSci na dzien
t + 1 mozna zapisa¢ wzorem:

o2 = (1- x);x“xfw)fi —(1- x)[ TN +) - 15

= (1=Nz7 + NI N)(®], #2874 = (1= N2 + No?

t)t-1

Taylor [2004] zaproponowal modyfikacje EWMA, w ktorej wagi zalezg od
wielkoSci i znaku stop zwrotu (Smooth Transition Exponential Smoothing,
STES):

o, =0, &), +<1_0‘t71)0f71 (16)
gdzie parametr wygladzajacy o, _; = (1 + exp(3 + “th71)71 €(0,1)i dopasowuje
sie dozmian w V,_,, ktore zaleznie od wariantu modelu moze by¢ zdefiniowa-

ne jako x, |, ,|lub funkeja obydwu.
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Zamiast sztywno narzuconej wagi, ktéra powoduje stopniowe wygasanie
wplywu obserwacji odsunietych daleko w czasie, mozna oczywiScie oszaco-
waé¢ zwykle rownanie autoregresyjne, w ktorym waga kazdego opdznienia
ustali sie metoda najmniejszych kwadratéw:

o,=a+B0, , +...+8,0 + g, am

t—-n

Woéwcezas prognoza na okres t + 1 jest oczywiscie dana wzorem o, , ; = o +
8,0, + ... +8,0,_,. Prosta regresje moznarozbudowac przez uwzglednienie bie-
dow, takby o, ;=a+X8,0,,1_; + ZE 4 1-; ARMA) lub wprowadzajac rézni-
cowanie, tj. stopien zintegrowania (ARIMA).

Chociaz, jak sie okaze, metody zaproponowane powyzej wykazuja w nie-
ktorych wypadkach zaskakujgco dobre wtasnos$ci predykeyjne, to jednak pe-
wien dyskomfort moze budzi¢ niespdjnos¢ odzwierciedlona implicite w zato-
zeniu, ze zmienno$c¢ jest stata w pewnym oknie czasowym —np. w ciggu 30 dni
potrzebnych do wyestymowania odchylenia standardowego — a zarazem
zmienia sie, gdy to okno przesunie sie choéby o jeden dzien naprzéod lub do
tylu. Aby w spéjny sposéb uchwycié fluktuacje zmiennosci stép zwrotu w cza-
sie, potrzebna jest bardziej fundamentalna teoria, ktérg 30 lat temu stworzyt
Engle [1982] z catkiem innym zamiarem — usitujgc zweryfikowaé makroeko-
nomiczny postulat Miltona Friedmana, ze nieprzewidywalno$¢ przysziej in-
flacji jest gléwna przyczyna cyklu koniunkturalnego. Okazalo sie jednak, ze
narzedzie, czy wlasciwie teoria, autoregresyjnej warunkowej heteroskeda-
stycznos$ci (ARCH), jak nazwat jg David Hendry, znakomicie nadawatla sie nie
tylko do analizy uporczywoSci inflacji, lecz takze — a moze przede wszystkim
— do modelowania zmiennos$ci stop zwrotu instrumentéw finansowych i od-
zwierciedlania ich najbardziej charakterystycznych wtasciwosci, tj. grubych
ogonow i tworzenia skupisk (volatility clustering). Novum podejScia Engle’a
polegato na rozréznieniu wariancji warunkowej od bezwarunkowej i pozwo-
leniu, aby ta pierwsza zmieniala sie w czasie jako Srednia wazona bledéw
prognozy (w ktérej wagi szacuje sie metodg najwiekszej wiarygodnosci), ta
druga za$ byla stala. Formalnie Engle [1982] postulowal, aby proces stop
zwrotu x, i ich wariancji opisa¢ nastepujgcymi rownaniami:

X, =p+e,

e, =Jhz, (18)

HS‘
I
e
+
o
o

Jj=1
gdzie z, to bialy szum, w > 0 oraz o; > 0, a wartos¢ q dobiera si¢ w taki sposob,
by uchwyci¢ obserwowang empirycznie persystencje wariancji. Narzucajac
q

= 0, otrzymuje sie¢ oczywiscie h, =07 =w+ ) o x? . Z (18) wynika, ze h, jest
=1
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juz znane w chwili ¢t — 1, co natychmiast daje prognoze zmienno$ci na jeden
krok naprzéd, a prognoze na kolejne okresy wyznacza sie przy zalozeniu

E(O-?JrT) = ht+T'

Bollerslev [1986] zaproponowal bardzo popularne uogélnienie (18), nazy-
wane GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity), po-
legajace na uwzglednieniu w rownaniu wariancji warunkowej jej op6znio-
nych wartoscil8:

P q
ht :w+ZBihH +20sz-:t27j (19)

i=1 j=1
OczywiScie jeSlip =0, (19) redukuje sie do ARCH(q), zkoleigdy w=0,p = ¢q
=1l,aa=1-Xif =\, otrzymuje sie EWMA zadang réwnaniem (14). W przy-
padku szczegéblnie czesto spotykanej parametryzacji GARCH(1, 1) prognozy
mozna wygenerowac przez rekurencyjne podstawienia (wykorzystujac fakt,

ze E( t+1)7ht+1‘
hin =w+ae? +8,h,

hiie = er(OLl + B1)hz+1 (20)

hesr 217—1—(0(1 + BI)T(alaf + B1ht>

—a; =B

Intuicyjna interpretacja metody prognozy jest nastepujgca: zmienno$é
w okresie t + 1 jest srednig wazona zmiennos$ci diugookresowej, zmiennosSci
prognozowanej w poprzednim okresie i nowych informacji, ktore sie pojawily
od ostatniej prognozy. Znajac parametry o, 8;, w, mozna na podstawie powyz-
szych réwnan bez trudu oszacowaé strukture terminowg zmiennosci. Jak wi-
daé, zmiennos$ci w kolejnych okresach zbiegajg wyktadniczo do dlugotermi-
nowej Sredniej (wariancji bezwarunkowej), co jednak nie zawsze obserwuje
sie w danych rynkowych.

Od ukazania sie przetomowych prac Engle’a [1982] i Bollersleva [1986] kla-
sa metod prognozowania opartych na warunkowej wariancji znacznie sie roz-
rosta. Na przyktad Lunde i Hansen [2005] analizujg wlasnoS$ci prognostyczne
330 r6znych modeli typu GARCH, przy czym — jak sami zaznaczajg — nie jest
to lista wyczerpujaca. Do najwazniejszych nalezg: EGARCH [Nelson, 1991],
w ktérym réwnanie wariancji jest zapisane w postaci logarytmicznej,
IGARCH [Engle i Bollerslev, 1986], w ktorym Z Z 8, =11 wariancja
bezwarunkowa nie jest okreSlona, TGARCH oraz GJR'GARCH [Glosten,
Jagannathan i Runkle, 1993], ktére pozwalaja na asymetrie w traktowaniu

18 W przypadku GARCH warunki natozone o, 3; sa nieco bardziej restrykeyjne, por. Nielson
i Cao [1992].
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ujemnych i dodatnich stép zwrotu, AGARCH [Taylor, 1986; Schwert, 1989],
w ktorym bezposrednio uwzglednione jest warunkowe odchylenie standardo-
we zamiast wariancji, czy wreszcie CGARCH [Ding, Granger i Engle, 1993],
ktéry pozwala na uwzglednienie tzw. dlugiej pamieci w stopach zwrotu.
W polowie lat 90. pojawilo sie kilka prac powaznie kwestionujgcych przydat-
nos$c¢ i wtasnosci prognostyczne modeli GARCH, ktore — zdaniem autoréw —
dobrze sprawdzaly sie jedynie w prébie, a znacznie gorzej wypadaly w testach
out-of-sample [Jorion, 1995; Figlewski, 1997]. Andersen i Bollerslev [1998]
pokazali jednak, ze przyczyna rzekomych stabych wynikéw byto stosowanie
do oceny wlasnos$ci predykecyjnych modeli btednego estymatora zmiennos$ci
ex post (kwadratow stoép zwrotu zamiast skumulowanych kwadratéow $rod-
dziennych stép zwrotu). Idge tym tropem, Blair, Poon i Taylor [2001] oraz Eng-
le [2002] jako jedni z pierwszych zmodyfikowali tradycyjna posta¢ GARCH,
uwzgledniajac zmiennos$¢ zrealizowana w rownaniu wariancji warunkowej
(jest to tzw. GARCH-X), a ostatnio Hansen, Huang i Shek [2011] zapropo-
nowali sp6jny model 1acznej ewolucji stép zwrotu i zmiennoS$ci zrealizowa-
nej. Niewatpliwe bogactwo teoretyczne nie zawsze jednak znajduje uznanie
praktykéow. Na przykiad Sinclair [2008], piszac z perspektywy tradera, kontes-
tuje przydatnos¢é metod GARCH w handlu opcjami i wytyka im dwa zasadni-
cze mankamenty: po pierwsze, wspomniane juz powyzej trudnosci w skali-
browaniu struktury terminowej zmiennosci do danych rynkowych; po drugie,
punktowy charakter prognoz. Z perspektywy pozycji opcyjnej, jak przekonu-
je, istotna jest nie tyle prognoza zmiennosci, co prognoza jej rozktadu?.

3.2. Prognozy implikowane z cen opcji

Wszystkie wymienione dotychczas metody prognozowania zmiennos$ci po-
legaly w jakims zakresie na ekstrapolacji trendow, ktére dawato sie zidentyfi-
kowaé w historycznej ewolucji stop zwrotu. Alternatywne podejscie opiera
sie na wyekstrahowaniu zmiennosSci instrumentu bazowego z rynkowych cen
opcji, co powinno prowadzié do uzyskania prognoz opartych na bogatszym
zbiorze informacji. Dla przypomnienia: cena europejskiej opcji call w podej-
Sciu BSM (réwnowaznie put — nie ma to znaczenia ze wzgledu na parytet
laczacy obie transakcje) jest funkejg biezacej ceny instrumentu bazowego,
ceny wykonania (strike), zmiennosSci instrumentu bazowego oraz stopy wolnej
od ryzyka i terminu zapadalnos$ci transakeji (oznaczenia jak wyzej):
lnS+[T+1cz]t ln§+ r—lcz

K 2 T K

—Ee™™ N
T T

]T
(21)

C(S,K,0,7,T) = SN|

19 Ciekawa i praktyczng metode, ktéra wychodzi czeSciowo naprzeciw tym oczekiwaniom —
tzw. stozki zmiennos$ci — zaproponowali Burghardt i Lane [1991].

39



Juliusz Jablecki, Ryszard Kokoszczynski, Pawel Sakowski, Robert Slepaczuk Piotr Wéjcik

Sposrod pieciu parametrow, pierwszy (S) jest znany, a drugi i piaty (K, T)
sg parametrami transakecji. Wprawdzie wybor stopy wolnej od ryzyka moze
nie by¢ catkiem trywialny, ale okazuje sie, ze cena opcji nie jest silnie wrazli-
wa na zmiany 7. Jedyng wiec niewiadomg w rownaniu (21) jest 0. Jednocze$-

. . ., . 0C . . ..
nie mozna pokazadé, ze e >0, co oznacza, ze znajac cene opcji w modelu BSM,
(0
mozna obliczy¢ implikowang przez te cene zmienno$¢ instrumentu bazowego
(tj. odchylenie standardowe stop zwrotu). Zmiennos$¢é implikowana jest defi-

niowana jako warto$¢ parametru o, ktora nalezy podstawic¢ do ro6wnania (21),
aby otrzymac¢ obserwowang na rynku, kwotowana lub transakcyjng, cene
opcji (poniewaz o(C) nie daje sie zapisaé¢ analitycznie, do obliczen wykorzy-
stywane sg metody numeryczne, np. algorytm Newtona-Raphsona). Latwo$é
przechodzenia pomiedzy ceng opcji a jej zmiennosScig implikowang z jednej
strony, a standaryzacja rynku — z drugiej, sprawily, ze uczestnicy rynku na
0g6t kwotuja ceny opcji za poSrednictwem ich zmiennos$ci implikowanych,
podajac dodatkowo jedynie wartoSci wspo6iczynnika moneyness (np. 25 delta
call) i termin zapadalnos$ci. Nie musi to wcale oznaczaé, ze opcje sg rzeczywi-
$cie wyceniane metodg BSM — zmienno$¢é implikowana jest po prostu meto-
da kwotowania transakcji, podobnie jak rentownos$é¢ (yield to maturity) jest
domys$lng metodg kwotowania cen obligacji [Derman, Kamal, Kani, McClure,
Pirasteh i Zou, 1998].

Ze wzgledu na swoj rynkowy charakter zmiennos$¢ implikowana bywa in-
terpretowana jako oczekiwana przez uczestnikOw rynku zmienno$é instru-
mentu bazowego w horyzoncie do zapadalnosci transakeji. Scisle biorac, taka
interpretacja nie jest jednak w pelni poprawna. Po pierwsze, rynek kwotuje
rézne zmiennoSci implikowane dla opcji o réznych cenach i terminach wyko-
nania (jest to tzw. uSmiech zmiennosci). Tymczasem w modelu BSM zmien-
nos¢ jest inherentng cechg instrumentu bazowego, a nie kontraktu opcyjne-
go. Gdyby wiec przyjaé¢, ze zmiennos$¢ implikowana jest rzeczywisScie przybli-
zeniem zmiennoSci oczekiwanej przez uczestnikow rynku, wéwezas nie ma
a priori dobrego logicznego uzasadnienia dla wyboru konkretnej opcji (np. ze
wzgledu na wspoltezynnik moneyness), z ktorej nalezy implikowaé zmienno$¢,
adlaréznych cen wykonania, wyniki beda rézne. Po drugie, jak zauwazyl Wil-
mott [2006], nie jest wecale oczywiste, ze uczestnicy rynku sg na tyle wyrafino-
wani statystycznie, by w ten sposéb kwantyfikowaé swoje oczekiwania. Nie
oznacza to rzecz jasna, ze kwotowania zmienno$ci implikowanej nie zawiera-
ja przydatnych informacji. Przeciwnie — jesli uczestnicy rynku majg sprecy-
zowany poglad na to, jaka bedzie zmienno$¢ instrumentu bazowego, to ich
przekonania znajdg odzwierciedlenie w kwotowanych poziomach zmiennos-
ci implikowanej. Z drugiej jednak strony, jak wszystkie ceny zmienno$¢ im-
plikowana jest podatna na mody, tendencje rynkowe i gre popytu i podazy.
Stad, aby wykorzystywaé¢ zmienno$¢é implikowang jako estymator zmiennosci
stop zwrotu, nalezy zastosowaé kilka korekt.
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Przede wszystkim, ze wzgledu na uSmiech zmiennosSci, nalezy zdecydowad,
ktora z opcji (tj. o jakim wspotezynniku moneyness przy danym terminie zapa-
dalnosci) powinna by¢ wykorzystana do implikowania zmiennos$ci. Najbar-
dziej naturalny wydaje sie wyboér opcji ,,po cenie” (ATM, at-the-money), czyli
takiej, dla ktorej cena wykonania jest rowna cenie biezgcej. Opcje ATM sg
zreguly najbardziej ptynne i w zwigzku z tym nalezy oczekiwaé, ze bedg w naj-
mniejszym zakresie podatne na zaburzenia zwigzane z mikrostruktura rynku
(Figlewski [1997] przekonuje, ze oszacowania zmienno$ci implikowanej mo-
g9 sie ro6zni¢ nawet o kilka punktéw procentowych ze wzgledu na spread
bid-ask). Stosuje sie jednak takze podej$cia oparte na Srednich wazonych
zmiennoS$ci implikowanych, w ktorych wagi dobierane sg na podstawie wolu-
menu transakeji, wartoSci wspoleczynnika 0C/0o czy odchylen ceny rynkowej
od ceny teoretycznej.

Niedlugo po ukazaniu sie przetomowych prac Blacka i Scholesa [1973]
oraz Mertona [1973], pojawil sie poglad, ze zmienno$¢ implikowana — ze
wzgledu na swoéj antycypacyjny, zorientowany na przyszio$é charakter —
mogltaby by¢ wykorzystywana nie tylko jako prognoza oparta na oczekiwa-
niach uczestnik6w rynku, lecz takze jako potencjalny instrument bazowy, na
ktory mogtyby opiewac¢ kontrakty terminowe i opcje (dodatkowym bodZcem
do rozwoju produktéw na zmiennos$¢ byt jej znaczacy wzrost obserwowany po
zalamaniu rynku w pazdzierniku 1987 r.; por. szczegélnie [Brenner i Galai,
1989]), co jednak wymagalo stworzenia referencyjnego indeksu zmiennoSci
implikowanej. Pierwsze proby na tym polu podjat jeszeze Gastineau [1977],
ktory proponowat konstrukeje opartg na zmiennosciach implikowanych z op-
cji ATM na akcje 14 roznych spolek. Jego podejscie poprawili Cox i Rubin-
stein [1985, Aneks 8A], uwzgledniajgc po kilka r6znych opcji dla kazdej akcji
i wazac je w taki sposob, aby indeks byt ATM i zachowywat staty tenor. Oba
podejscia mialy jednak dwie zasadnicze wady. Po pierwsze, koncentrowaty
sie w gruncie rzeczy na ryzyku idiosynkratycznym, ktéore mozna wyelimino-
wacé poprzez odpowiednig dywersyfikacje portfela. Po drugie, opieraly sie
tylko na jednym rodzaju opcji (call), co z koniecznoSci ograniczalo zawartos¢
informacyjna.

Wprowadzony w 1993 r. przez gietde chicagowskg CBOE indeks zmienno$-
ci rynkowej VIX byl wolny od obu mankamentéw. Poniewaz opieral sie na
opcjach na indeks gietdowy S&P 100, odzwierciedlal ogélne ryzyko rynkowe,
wplywajace jednocze$nie na zmienno$é wyceny wszystkich spétek z indeksu.
Dodatkowo w konstrukeji wykorzystywano zmiennoS$ci implikowane z 8 naj-
bardziej ptynnych kontraktéw opcyjnych (ATM), 4 typu call i 4 typu put, co
ograniczalo obcigzenie i ewentualny wplyw na wycene réznic w popycie/po-
dazy poszczegbdlnych typow opcji (Whaley [1993] przedstawia szczegdélowo
pierwotng metode obliczania indeksu). Z czasem jednak zmienily sie uwa-
runkowania rynkowe, w szczegbélnos$ci znacznie wzrost popyt ze strony inwe-
storow zabezpieczajgcych swoje portfele na opcje put z niskimi cenami wyko-
nania (out-of-the-money, OTM), a tym samym wzrosly obroty w tym segmencie

41



Juliusz Jablecki, Ryszard Kokoszczynski, Pawel Sakowski, Robert Slepaczuk Piotr Wéjcik

rynku, poprawita sie ptynnos¢ i zawezily sie spready bid-ask [Bollen i Wha-
ley, 2004]. W konsekwencji w 2003 r. zmieniono konstrukecje indeksu VIX, sto-
sujgc do jego wyliczenia znacznie szerszy zakres opcji kwotowanych na ryn-
ku??, co umozliwilo wykorzystanie informacji zawartych w calej rynkowej po-
wierzchni zmiennosSci (a nie, jak poprzednio, jedynie w 8 opcjach ATM). Co
wiecej, w konstrukeji indeksu zrezygnowano ze zmiennoS$ci implikowanych
i podejscia BSM narzecz — wolnej od zalozen metodologicznych — statycznej
replikacji variance swapa, czyli kontraktu terminowego na zrealizowang wa-
riancje. Kontrakt taki gwarantuje w chwili wyga$niecia transakeji wyptate
postaci (ci — Ko )N, gdzie 0% oznacza wariancje zrealizowana w horyzoncie
transakeji, K,,,, zakontraktowang wariancje, N oznacza zas$ nominal transak-
cji. Wyptata swapa przypomina opisany we Wstepie zysk z zabezpieczonej
pozycji opeyjnej, cho¢ tam kwadraty dziennych stép zwrotu byly wazone
zmieniajacg sie w czasie gamma opcji (tj. wrazliwos$cig delty na zmiane in-
strumentu bazowego):

AS

22
S (22)

.10° C
P&L=
;2882 t

] —o2At

Zatem konstruujgc portfel opcji, w ktérym 1aczna gamma jest stata nie-
zaleznie od poziomu S — mozna to osiagnaé¢ wybierajgc wagi odwrotnie pro-
porcjonalne do kwadratu ceny wykonania kazdej opcji — uzyskuje sie repli-
kacje variance swap [Derman i Kani, 1999)21. W nowej metodzie VIX oblicza
sie wlasnie jako sume opcji o stalej 1gcznej gammie, co jest rownowazne wy-
znaczeniu oczekiwanej przez rynek wariancji indeksu S&P 500 [CBOE, 2003].
Nowa konstrukcja nie tylko lepiej odzwierciedla oczekiwania inwestoréow
zawarte w cenach opcji, ale — ze wzgledu na mozliwos$¢ replikacji — pozwala
na rozwoj instrumentéw pochodnych bezposrednio opartych na VIX (szerzej
patrz np. [Carr i Lee, 2009; Rhoads, 2011]).

Corrado i Miller [2005] wykazuja, ze indeksy zmiennoSci implikowanej ze-
stawiane przez CBOE, w tym VIX, majg znacznie lepsze wlasnosci progno-
styczne niz metody oparte na historycznym ksztattowaniu sie zmiennosci. Lu
i Zhu [2010] wykorzystujg kontrakty terminowe na VIX do konstrukeji struktu-
ry terminowej zmiennosci, Aij6 [2008] wykorzystuje za$ indeksy zmiennosci
implikowanej z rynkéw europejskich, aby pokazaé silng korelacje wyestymo-
wanych struktur terminowych w Europie.

20 Zmieniono takze indeks bazowy na S&P 500 i przyjeto metode annualizacji w oparciu
o dni robocze, zamiast jak weze$niej kalendarzowe.

21 W przypadku jednej opcji, zmiana S pociaga natychmiast zmiane I'. Aby otrzyma¢ instru-
ment, ktéry reaguje na wariancje niezaleznie od zmian ceny instrumentu bazowego, nalezy zbu-
dowaé portfel sktadajacy sie z opcji o wszystkich mozliwych cenach wykonania. Poniewaz im
wyzsza cena wykonania, tym bardziej wkiad danej opcji do zagregowanej gammy zalezy od S,
kazda opcje nalezy uwzgledni¢ z waga odwrotnie proporcjonalng do kwadratu ceny wykonania.
Portfel taki bedzie miat ekspozycje na wariancje niezalezng od S.
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Ederington i Guan [2002] omawiajg r6zne metody uSredniania zmien-
nosci implikowanych i konkluduja, ze sam wybor wag ma drugorzedne zna-
czenie. Istotniejsze jest natomiast obcigzenie, ktére powoduje, ze zmien-
nos$¢ implikowana systematycznie przeszacowuje oczekiwang zmienno$¢é na
amerykanskim rynku akeji (por. takze Fleming [1998] oraz Jorion [1995], kto-
ry identyfikuje obcigzenie takze w opcjach walutowych). Obcigzenie okazu-
je sie jednak stale w czasie, a przez to relatywnie fatwe do skorygowania. Nie-
ktorzy badacze oprocz korekty obcigzenia stosuja dodatkowo usrednianie
zmiennoS$ci implikowanej w czasie (np. Beckers [1981] przekonuje, ze zastoso-
wanie 5-dniowej Sredniej poprawia zdolnoSci predykcyjne zmiennosci impli-
kowanej).

3.3. Podsumowanie

Wzgledna ocena przedstawionych wyzej metod prognostycznych nie
jest wcale tatwa. Po pierwsze, w réznych badaniach poréwnawczych stosu-
je sie rozne metody oceny jakoSci prognozy. Po drugie, badania sg oparte
na réznych zbiorach danych, obejmujacych rézne rynki i instrumenty bazo-
we. Niemniej mozna sie pokusi¢ o pewng synteze. W swojej obszernej doku-
mentacji metod prognozowania zmiennos$ci Poon [2005] zestawita wyniki bli-
sko 100 badan podejmujacych probe wzglednej oceny przynajmniej dwéch
z omowionych wyzej metod, tj. metod historycznych, modeli klasy GARCH
i zmiennoSci implikowanej. Z jej analizy wynika, ze zmienno$¢é implikowa-
na ma znacznie lepsze wlasnosci predykcyjne niz modele GARCH (17 prac
zidentyfikowalo przewage zmiennos$ci implikowanej i tylko jedna przewage
modeli GARCH) oraz metody historyczne (26 prac zidentyfikowato taka witas-
nie zalezno$é i tylko w 8 zidentyfikowano zalezno$¢ odwrotng). Z kolei metody
historyczne, mimo swojej prostoty, sprawdzaja sie lepiej niz modele GARCH,
chociaz w tym wypadku réznica nie jest duza (22 prace potwierdzaja wzgled-
ng przewage w prognozowaniu metod historycznych, a tylko 17 prac modeli
GARCH).

4. Powierzchnia zmiennoSci i wycena opcji

Po przedyskutowaniu metod pomiaru i prognozowania zmiennos$ci mozna
wreszcie przej$é do sedna, tj. do wykorzystania prognoz przysziej zmiennosci
do wyceny opcji. Zagadnienie nie jest weale trywialne, bo wymaga odpowied-
niego dostosowania teorii wyceny, ktéra wszak zakladata dotychczas, ze
zmienno§$¢ jest stala w czasie. Sformulowanie prognozy zmiennos$ci i bezre-
fleksyjne podstawianie jej do wzoru (21) bytoby z logicznego punktu widzenia
btedne, bo poprawnie oszacowana zmienna zostalaby wprowadzona do nie-
poprawnego modelu. W tym kontekScie pojawia sie wiec pytanie nie tyle
o prognoze, co o model zmiennoSci, ktéory uwzgledniatby jej rynkowe kwoto-
wania (implikowane z cen opcji) i pozwalal na spdjng wycene. Postugiwanie
sie metodg wyceny, ktora nie jest skalibrowana do danych rynkowych (nie
jestznimi spdjna lub nie jest w stanie ich odtworzy¢), naraza na potencjalnie
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znaczne ryzyko modelu??, szczegélnie w przypadku opcji egzotycznych, kto-
rych wyptaty sg z reguty replikowane badz zabezpieczane opcjami plain va-
nilla. Dobrym przykladem sg proste egzotyczne opcje binarne, ktérych na-
bywca otrzymuje ustalong stalg kwote @, jeSli cena danego instrumentu bazo-
wego w momencie zapadalnosci bedzie powyzej ceny wykonania K i nie do-
staje nic w przeciwnym wypadku. Zgodnie z podejSsciem BSM wartos$¢ biezaca
takiej opcji jest rowna wartoSci biezgcej oczekiwanej wypltaty wazonej praw-
dopodobienstwem, ze w momencie zapadalnos$ci cena instrumentu bazowego
znajdzie sie powyzej ceny wykonania, czyli Qe""N(d,) (por. np. Hun [2008]).
Jednak Jex, Henderson i Wang [1999] pokazuja, zZe ceny rynkowe opcji binar-
nych odchylajg sie od wartoSci teoretycznych z modelu BSM nawet o 10%.
Dzieje sie tak dlatego, ze uczestnicy rynku patrza na opcje binarng B(K, T) nie
przez pryzmat modelu, lecz statycznej replikacji— jako ztozenie dtugiej pozy-
cji wopcji call z ceng wykonania K i krotkiej pozycji w opcji call z cena wyko-
nania K + AK (dla @ = 1 nalezy wykorzysta¢ jednostki kazdej opcji). Gdy AK —
0 wyptata z takiej struktury zbiega do wyplaty opcji binarnej. Jednoczes$nie
C(K, T) — C(K + AK, T) 8C(K. T)

BK.T) = lim, AK 6K

(23)

gdzie C(K, T) jest ceng opcji call wyznaczong z modelu BSM. Aby obliczy¢ (23)
spojnie z kwotowaniami rynkowymi, nalezy uwzgledni¢ obserwowang po-
wierzchnie zmiennos$ci o(K, T). Wéwczas pochodna czastkowg funkeji zlozo-
nej CIK, T, o(K, T)] daje sie zapisa¢ jako:

aC  9C 9o
BKT)=—-22 -2 %% 24
) 0K 90 0K @

Poniewaz % =—e ""N(d,), to wida¢ natychmiast, jak bardzo wycena opcji

binarnej bedzie odbiega¢ od teoretycznej wyceny BSM w zalezno$ci od ksztail-
tu uSmiechu zmiennoSeci.

Jak wida¢ na podstawie powyzszego przykiadu, aby poprawnie wyceniaé
opcje, niezbedne jest stworzenie modelu zmiennos$ci, ktéry bytby w stanie
odtworzy¢ obserwowang na rynku powierzechnie zmiennos$ci, w szczegolnosci
zalezno$¢ zmiennosci zaré6wno od czasu, jak i od ceny wykonania opcji. Poni-
zej przedstawiono dwa takie podejScia — model zmiennoSci lokalnej (deter-
ministycznej powierzchni zmiennos$ci) i model zmiennosSci stochastycznej??.

22 Rebonato [2001] definiuje ryzyko modelu jako ,ryzyko wystapienia znacznej réznicy po-
miedzy wyceng z modelu a faktyczng ceng rynkowa, po ktérej dany skomplikowany lub nieptyn-
ny instrument zostal sprzedany na rynku”.

2 W sekeji tej celowo pominieto modele wyceny opcji opierajace sie na podejsciu GARCH.
Pionierem tego podejscia byl Duan [1995], ktory pokazal, jak zmodyfikowaé podej$cie Bla-
cka-Scholesa, gdy ewolucja stép zwrotu z instrumentu bazowego jest opisana procesem GARCH.
W istocie modyfikacja polega na zastapieniu ad hoc stalej wariancji w modelu BSM jej diu-
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4.1. Model zmiennoSci lokalnej

W dotychczasowych rozwazaniach punktem wyjScia bylo oszacowanie
zmiennos$ci — byé moze jako funkeji czasu o(t) — i wykorzystanie jej do wyce-
ny opcji. Nastepnie, znajgc cene opcji, mozna bylo podaé jej implikowang
zmienno$¢ z modelu BSM (oczywiscie jeSli do wyceny wykorzystano (21)
zmienno$§¢ implikowana bylaby réwna tej podstawionej pierwotnie do wzo-
ru). Istota modelu zmiennosSci lokalnej polega na odwroéceniu tej logiki poste-
powania. Poniewaz zmiennos$ci implikowane sg kwotowane na rynku, a wlas-
ciwa zmienno$¢ instrumentu bazowego jako taka jest nieobserwowalna, moz-
na sprébowaé¢ oszacowac¢ nieznanag funkcje zmiennoS$ci za pomocg dostep-
nych cen rynkowych. Najlatwiej to zrozumieé w prostszym przypadku gdy
zmienno$¢ jest deterministyczng funkejg jednej zmiennej — czasu, o(t) (przy-
padek ten rozwazat juz Merton [1973]). Wowczas proces okres$lajacy ewolucje
cen akcji przyjmuje nastepujacq postacé: dS = rSdt + o(t)SdW, gdzie r to stopa
wolna od ryzyka, a dW =e/dt i e ~ N(O, 1). Rozwigzaniem tego rownania réz-
niczkowego jest

s =5 expl -7 Dart [ofnaw 25)
t -0 t p{ 2 T ‘[O-(T) T
Przyjmujac c?(t, T)= % f o*(7)dr, otrzymuje sie:
Tt
S =8, e p]r Gz(T)d +jt‘ (T)dW
== X - T ol T L=
' ’ 0 2 0
_ (26)
02(0,t) ‘
=S, exp||r— 2 t"‘{G(T)dWT
o} T ,
Stad S, = S, exp||r — 5 t+fo(¢)dWT , czyli In(S;/S,) ma rozkiad nor-
0
o%(1,T)

malny o Sredniej|r — (T —t)iwariancji ?(t)(T —t). Tozkolei oznacza,

ze jeSli zmienno$é jest deterministyczng funkejg czasu, rownania BSM pozo-
stajg w mocy, przy czym miejsce stalej wartosci o zajmuje teraz oz(t) [dla

ulatwienia notacji pominieto subskrypt ¢t i pozostate argumenty C(")]:

gookresowa Srednig wyestymowang przy uzyciu modelu GARCH. Ze wzgledu na ograniczone ra-
my niniejszego opracowania zdecydowano sie w dalszym ciggu skupié¢ na modelach, ktére poka-
zuja, w jaki spos6b ekonomicznie uwzglednié heteroskedastyczna zmienno$¢é w wycenie opcji,
tj. jak zabezpieczaé pozycje opcyjna w sytuacji niestalej zmiennos$ci.
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T
In(S/K)+1T+} [o*(t)dr
C(S,G(T)) = SN 0

° 27

Na podstawie kwotowan cen opcji mozna teraz ustali¢, w jaka postaé funk-
cji o(t) wierzy rynek, a — moéwigc precyzyjniej — mozna ustali¢ wartosci
zmiennosSci lokalnych o(t) dla wszystkich t. Taka kalibracja zaktada, ze zmien-
nos$¢ implikowana jest pierwiastkiem ze Sredniej lokalnych zmiennos$ci (wa-
riancji). Jesli X(T) oznacza obserwowang na rynku zmiennos$¢é implikowang
opcji o cenie wykonania K i zapadalnosci T, to zagadnienie sprowadza sie do
rozwigzania rownania:

(7 e 2am -

lub ré6wnowaznie:
[o*(r)dr ==(T)*(T —1) (29)

Rézniczkujac obustronnie po T (przy zalozeniu, ze t jest ustalone), otrzy-
muje sie

o*(T) =2(T)s(T)(T — t) + (T)* (30)

Stad za$ dla kazdego t >t, o*(t) =25(t)S/(t)(t —t,)+ Z(t)z. W praktyce
oczywiscie zmiennoS$ci implikowane X(t) sg dostepne jedynie dla kilku stan-
dardowych okreséw zapadalno$ci, wiec konieczne staje sie przyjecie kolej-
nego zalozenia, tym razem o strukturze terminowej zmiennoSci. Z reguly za-
ktada sie po prostu, ze funkcja zmienno$ci implikowanej jest przedzialami
stata lub stosuje sie interpolacje liniowa [Wilmott, 2006].

W powyzszym przykladzie zmienno$¢ byla jedynie funkeja czasu. Wiado-
mo jednak, ze zmiennosSci implikowane kwotowane na rynku zalezg takze od
poziomu ceny wykonania. Tym samym w calej ogélnosci problem sprowadza
sie do ustalenia, czy — i w jakich warunkach — mozna znalezé¢ proces instru-
mentu bazowego dS = Su(t)dt + o(S, t)dW, ktory bylby spéjny z wszystkimi kwo-
towanymi na rynku cenami opcji dla wszystkich terminéw zapadalnosci i cen
wykonania. Twierdzacej odpowiedzi na to pytanie udzielili jako pierwsi row-
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nolegle Derman i Kani [1994] oraz Rubinstein [1994], w ujeciu dyskretnym,
oraz Dupire [1993; 1994] w ujeciu ciaglym, pokazujgc w dodatku, ze jeS$li
rynek opcji jest kompletny (niemozliwy jest arbitraz), to szukany proces jest
jedynym. Parametr dyfuzji o(S, t) nazywa sie funkejg zmiennos$ci lokalnej lub
deterministyczng powierzchnig zmiennos$ci. Dupire [1993] oraz Andersen
i Brotherton-Ratcliffe [1998] pokazali, Zze rOwnanie rézniczkowe okresSlajace
ksztattowanie sie funkcji instrumentu bazowego jest naturalnym uogélnie-
niem réwnania (1):

19°C 2 0C ocC
5828820(8,0 +6t+raSSC]—0 31)

Co wiecej, funkcja zmienno$ci lokalnej daje sie wyznaczy¢ analitycznie na

podstawie cen opcji C(K, T) w nastepujacy sposob:
@ + 'rK@
o*(K,T)=20L 0K (32)
K> 0°C
oK?
OczywiScie powierzchnia zmienno$ci rozpieta na cenach C(K, T) nie jest cigg-
ta ani ré6zniczkowalna — zmiennos$ci implikowane X sg znane tylko dla skon-
czonej (i w niektorych segmentach rynku bardzo niewielkiej) liczby punktow
(C, K). Aby réwnanie (32) moglo by¢ wykorzystane w praktyce konieczne jest
wiec sparametryzowanie powierzchni zmiennos$ci za pomocg interpolacji%%.
Zasadnicza trudno$é polega tu z jednej strony na zachowaniu kompletnosci
rynku (tj. niedopuszczenia mozliwos$ci arbitrazu), a z drugiej — na utrzyma-
niu efektywnosSci obliczeniowej. Alternatywne metody parametryzacji zapro-
ponowali Schimko [1993], Dewynne, Whalley i Willmot [1998] oraz Gatheral
[2004], a ostatnio Fengier [2009] (por. takze obszerne oméwienie w [Gatheral,
2006]). Wyznaczywszy powierzchnie zmienno$ci, mozna juz w sposob spojny
wyceni¢ kazda opcje, korzystajac z réwnan (31) i (32) (cho¢ nie da sie na ogoét
podac¢ wzoru na cene opcji w sposob jawny).

Model zmienno$ci lokalnej nie jest modelem ksztaltowania sie zmiennosSci
podobnym do tych rozwazanych w sekeji (3). Nie powinno zatem dziwié, ze
oszacowana funkcja zmiennos$ci lokalnej jest do$é¢ niestabilna w czasie i nie
pozwala na prognozowanie cen opcji z satysfakcjonujaca doktadnoscig [Du-
mas, Fleming i Whaley, 1998]. Jednak istotg zmiennos$ci lokalnej nie jest pro-
gnozowanie zmiennos$ci, a jedynie umozliwienie wyceny kontraktéw opcyj-
nych (przede wszystkim egzotycznych) spdjnie z cenami obserwowanymi na
rynku. OczywiScie ceny rynkowe nie muszg by¢ ,,prawdziwe” czy ,,rownowago-

24 Alternatywnie, jak proponujg Derman i Kani [1994] oraz Rubinstein [1994], mozna zasto-
sowac takze podej$cie nieparametryczne, w ktérym funkecje zmiennos$ci lokalnej znajduje sie
numerycznie przez dopasowanie drzewa dwumianowego do obserwowanych cen opcji. Avella-
neda, Friedman, Holmes i Samperi [1997] dopasowuja powierzchnie zmienno$ci poprzez mini-
malizacje funkeji entropii (brakujacych danych).
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we” w fundamentalnym sensie, ale uwzglednienie ich w wycenie pozwala zni-
welowa¢ ryzyko modelu zwigzane z bardziej wyrafinowanymi konstrukejami.

4.2. Modele zmiennoSci stochastycznej

Modele zmiennoSci stochastycznej? sg skonstruowane w taki sposob, aby
odtworzy¢ zalezno$é zmiennosci od ceny instrumentu bazowego oraz czasu.
Jednak — inaczej niz w modelu zmiennoS$ci lokalnej — tu zmienno$¢ nie jest
juz deterministyczna, lecz stochastyczna. Model w postaci ogélnej mozna za-
pisaé nastepujaco (notacja za [Gatheral, 2006]):

ds, =u,S,dt + fv, S,dZ,

33)
do, = oa(Sty vt,t)dt +1(S,,v,,t)dZ,

gdzie: v, jest wariancjg S, n oznacza zmiennoS¢ samej zmiennosci, o(-) oraz 3(-)
determinujg ewolucje zmiennos$ci i — zaleznie od specyfikacji modelu —
moga mie¢ dowolng postac, a Z, i Z, sg skorelowanymi procesami Wienera:
corr(dZ,, dZ,) = pdt. Gdy n — 0, rownanie (33) sprowadza si¢ do om6éwionego
juz wyzej przypadku zmienno$ci jako deterministycznej funkeji czasu. Kiedy
zmienno$¢ jest stochastyczna, rownanie rézniczkowe BSM (1) nie daje sie juz
tak naturalnie rozszerzy¢ jak dla deterministycznych powierzehni zmiennos-
ci. W podejSciu BSM wystepuje jeden czynnik ryzyka — cena instrumentu ba-
zowego — ktérego wplyw na opcje mozna zneutralizowac¢ przez otwarcie diu-
giej badz krotkiej pozycji w S,. Tu natomiast nalezy dodatkowo zneutralizo-
wa¢ wplyw na cene opcji stochastycznych zmian samej zmiennosSci, co mozna
osiggnaé np. przez zawarcie kroétkiej pozycji w innym instrumencie finan-
sowym, ktérego wycena jest funkcjg zmiennosci (np. opcji lub kontrakcie ter-
minowym na zmienno$¢). Analogicznie jak w podej$sciu BSM, checge wycenié
opcje C nalezy zbudowaé portfel lokalnie wolny od ryzyka, sktadajacy sie
z opcji C, A jednostek instrumentu bazowego S oraz -A, jednostek instru-
mentu, ktorego wartosc¢ C, takze zalezy od zmiennosci:

I=C-AS—AC, (34)

Korzystajac z Lematu Ito oraz argumentu o braku mozliwos$ci arbitrazu,
otrzymuje sie nastepujace rownanie, ktére musi spelniaé¢ C [Garman, 1976]:

2 2 2
9 1pg2 0°C | ppas € 1 120 0°C sggc]

ot 2 S? ovdS 2 o?
aC
= (o — o3¥0 )
(o8 )8,0

+ 7

(39)

2 Dobre oméwienie zmiennos$ci stochastycznej mozna znalezé w Wilmott [2006, t. 3, rozdz.
51] lub Gatheral [2006]. Dalsza dyskusja opiera sie w duzym stopniu na tym pierwszym zroédle.
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Poniewaz ¢ okresSla inkrementalny dochd6d za poniesiong jednostke ryzyka
zmiennosci dZ,, funkcje ¢(-) nazywa sie przez analogie¢ z modelem CAPM pre-
mig za ryzyko zmiennos$ci (zmiennos$ci). Pelna specyfikacja modelu zmien-
nos$ci stochastycznej wymaga oczywisScie okresSlenia funkeji o, 8, . W tym celu
mozna albo oszacowaé¢ o i f metodami ARCH oraz wyekstrahowaé ¢ z cen
opcji, albo bezposrednio dobraé¢ o — ¢3 przez kalibracje (35) do cen opcji kwo-
towanych na rynku.

Jeden z pierwszych modeli zmiennosSci stochastycznej sformutowali Hun
i White [1987], ktorzy pokazali, ze przy p = 0 warto$¢ godziwa opcji jest rowna
calce z cen w podejsciu BSM, obliczonej po rozktadzie 2. Heston [1993] za-
proponowal model, w ktérym wystepuje niezerowa korelacja instrumentu ba-
zowego i zmiennoSci i jednoczes$nie daje sie wyznaczy¢ w jawnej postaci wzo-
ry na ceny opcji. W modelu Hestona przyjmuje sie a = k(§ — 0% oraz 3 = no,
gdzie 0 jest dlugookresowg Srednig wariancji, a v oznacza szybko$é powrotu
do $redniej. Barndorff-Nielsen i Shephard [2001] oraz Nicolato i Venardos
[2003] proponuja z kolei model zmiennoS$ci oparty na niegaussowskich proce-
sach Ornsteina-Uhlenbecka i takze wyprowadzajg wzory na cene opcji w po-
staci jawnej. Niektorzy autorzy sugerujg wzbogacenie modelu zmiennos$ci
stochastycznej o niecigglte skoki pojawiajgce sie w ro6wnaniu wariancji [Ba-
tes, 1996; Duffie, Pan i Singleton, 2003]. Dobre omoéwienie wzglednych wad
i zalet powyzszych metod z perspektywy wyceny opcji i replikacji obserwowa-
nego empirycznie uSmiechu zmiennoSci przedstawiajg np. Andersen i An-
dreasen [2000], z kolei Poon [2005] oraz Bauwens, Hafner i Laurent [2012]
analizuja modele zmiennosci stochastycznej od strony ekonometrycznej
i oceniajg ich zdolnosci predykeyjne.

4.3. Podsumowanie

Chociaz oba om6éwione wyzej modele — zmienno$ci lokalnej i stochastycz-
nej — pozwalaja na sformulowanie prognoz przyszlej zmiennosci, ich glé6wna
rolg jest umozliwienie wyceny opcji spéjnie z kwotowaniami dostepnymi na
rynku — co ttumaczy umiejscowienie obu modeli w osobnym rozdziale. Kali-
bracja modeli do cen rynkowych nie musi wynikaé¢ z przekonania, ze rynek
dokonat poprawnego oszacowania zmienno$ci — chociaz, jak przekonuje
Poon [2005], wlasnie zmienno$¢ implikowana ma najlepsze wlasnosci progno-
styczne — lecz z ostroznego zarzadzania ryzykiem modeli [Rebonato, 2001;
Morini, 2011]. Najblizej tej perspektywy jest model zmiennosSci lokalnej, kto-
ry nie postuluje zadnej parametrycznej struktury procesu zmiennoSci, lecz
wychodzi z zalozenia, ze jej ewolucja w czasie jest w pelni opisana przez ryn-
kowa powierzchnie zmienno$ci implikowanej. Modele zmiennoSci stocha-
stycznej opisuja fundamentalnie ksztaltowanie sie zmiennosci jako wielko$-
ci stochastycznej (oraz jej korelacje z procesem ceny instrumentu bazowego),
lecz sa na ogoél trudniejsze w kalibracji [Wilmott, 2006]. Schonbucher [1999]
taczy zalety obu podejs$é, proponujgc stochastyczny model zmiennoSci impli-
kowanej.
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5. Wnioski

W Swietle omoéwionych wyzej wynikow prowokacyjna teza Goldsteina
i Taleba, przywotana na poczatku, wydaje sie jednak nieco na wyrost. Pojecie
zmienno$ci ma do$¢ naturalng interpretacje statystyczna, niemniej — ze
wzgledu na nieobserwowalny charakter zmiennoSci jako takiej — pytanie
o jejnajbardziej efektywny estymator czy metode prognozowania nie jest try-
wialne. Nalezy zwlaszcza oczekiwaé, ze odpowiedz zawsze bedzie w jakims$
stopniu zalezeé¢ od charakteru danych, ich czestotliwos$ci, stosunku sygnatu
do szumu itp. Z literatury wytania sie jednak konsens co do tego, ze efektywna
estymacja zmiennoSci opiera sie na wykorzystaniu danych sréddziennych
i koncepcji zmiennoSci zrealizowanej (czyli sumy kwadratéw stoép zwrotu ob-
liczonych w bardzo krétkich, np. 5-minutowych, odstepach czasu) lub zreali-
zowanego zakresu zmian. Wydaje sie takze, ze zmienno$¢é daje sie przynaj-
mniej w jakim$ stopniu prognozowaé, przy czym najlepsze prognozy pocho-
dza z cen opcji kwotowanych na rynku. Jest to zreszta zgodne z teorig progno-
zowania, poniewaz przewidywania rynkowe powinny by¢ oparte na szerszym
zbiorze informacji niz prognozy oparte na analizie szeregéw czasowych
(z koniecznoS$ci backward looking). Literatura dotyczaca prognozowania
zmiennoS$ci nie méwi jednak na ogél wiele o tym, jak uzyskane oszacowania
zastosowaé w praktyce do skonstruowania zabezpieczonej pozycji opcyjnej,
awzwiagzku z tym jak poprawnie wyceniaé¢ opcje. Stynny wzor Blacka-Schole-
sa, w ktorym zmienno$¢ jest wtasciwie jedynym nieznanym parametrem, zo-
stat wyprowadzony przy zalozeniu, ze zmiennos$¢ jest stata. Sformutowanie
prognozy zmienno$ci i podstawianie jej do wzoru byloby wiec z logicznego
punktu widzenia bledne, bo poprawnie oszacowany parametr zostalby wpro-
wadzony do niepoprawnego modelu. Okazuje sie jednak, ze mozliwe jest za-
chowanie ducha teorii Blacka-Scholesa takze przy zatozeniu niestalej zmien-
nos$ci, bedacej funkcja czasu, czasu i ceny instrumentu bazowego, a nawet
zmienng czysto stochastyczng. Kazdy z tych modeli pozwala na uchwycenie
jakiego$ elementu empirycznie obserwowanego charakteru zmiennosci
(a w szczegoblnosci jej wyceny rynkowej) i w kazdym mozliwe jest zbudowanie
zabezpieczonej pozycji opcyjnej i sformutowanie réwnania rézniczkowego,
ktérego rozwigzaniem (przy danych warunkach brzegowych) jest cena opcji.
Wprawdzie na og6l nie jest juz mozliwe zapisanie wzoru na cene opcji w po-
staci jawnej, ale daje sie odtworzy¢ strukture cen rynkowych metodami nu-
merycznymi.
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A bstractVolatility Measurement, Modeling and Forecasting—An Overview of the Literature

The paper presents an overview of the literature on volatility measurement,
modeling and forecasting, from the perspective of option pricing. The follow-
ing conclusions are drawn. First, efficient volatility estimation utilizes
intraday data and measures such as realized volatility (i.e. sum of squared re-
turns calculated over short, e.g. 5-minute, time intervals) or realized range.
Second, volatility lends itself—at least to some extent—to forecasting, where-
by the most efficient forecasts are those extracted from option prices quoted
on the market, which squares with the basic theory of forecasting as market ex-
pectations are based on a broader set of information than backward-looking
time series forecasts. Third, although Black-Scholes option pricing theory was
derived under the assumption of constant volatility, the approach can be fairly
easily generalized to cover cases of time-dependent, time and asset price de-
pendent, and even stochastic volatility. Each of those models allows to capture
some key element of the empirically observed pattern of market returns and
each allows constructing a hedged option position that leads to a differential
equation determining the option price (under specified boundary conditions),
although not always in closed form.

Key words: historical variability, implied volality, valuation of options, generalized
autoregressive conditional heteroskedasticy
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