
Pomiar i modelowanie
zmiennoœci – przegl¹d literatury
Juliusz Jab³ecki, mgr, Instytut Ekonomiczny, Narodowy Bank Polski
Ryszard Kokoszczyñski, prof. dr hab., Instytut Ekonomiczny, Narodowy Bank Polski
i Wydzia³ Nauk Ekonomicznych UW
Pawe³ Sakowski, dr, Wydzia³ Nauk Ekonomicznych UW
Robert Œlepaczuk, dr Wydzia³ Nauk Ekonomicznych UW
Piotr Wójcik,dr Wydzia³ Nauk Ekonomicznych UW

S³owa kluczowe: zmienność historyczna, zmienność implikowana GARCH, wycena 
opcji  
Klasyfikacja JEL: C58, G13

1. Wstêp
Celem niniejszego artyku³u1 jest przedstawienie g³ównych koncepcji doty-

cz¹cych pomiaru, prognozowania i modelowania zmiennoœci cen instrumen-
tów finansowych. Chocia¿ pojêcie zmiennoœci wydaje siê intuicyjnie zrozu-
mia³e — oznacza zakres rozproszenia realizacji danej zmiennej losowej —
œcis³a definicja nie jest wcale oczywista, a Goldstein i Taleb [2007] stwierdza-
j¹ nawet, ¿e

nie wiemy na ogó³, o czym tak naprawdê mówimy, gdy mówimy o zmiennoœci2.

Wynika to zapewne po czêœci z tego, ¿e zmiennoœæ jako taka nie jest bezpo-
œrednio obserwowalna — w takim sensie, w jakim obserwowalna jest np. cena
5-letniej benchmarkowej obligacji skarbowej — musi siê zrealizowaæ w cza-
sie i zostaæ wyestymowana. To z kolei nasuwa naturalne pytania o poprawn¹
metodê estymacji zmiennoœci na dan¹ chwilê w czasie, a tak¿e o mo¿liwoœæ
sformu³owania prognozy na przysz³oœæ.

Obszern¹ dziœ literaturê dotykaj¹c¹ zagadnienia zmiennoœci mo¿na
w pewnym uproszczeniu podzieliæ na dwa nurty: teoretyczny, interesuj¹cy
siê zmiennoœci¹ od strony statystyczno-ekonometrycznej, oraz praktyczny,
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1 Artyku³ przygotowany w ramach realizacji projektu badawczego 2011/03/B/HS4/02298 fi-
nansowanego przez NCN. Artyku³ wyra¿a osobiste pogl¹dy autorów, a nie instytucji, z którymi s¹
zwi¹zani.

2 W artykule o tym nieco prowokacyjnym tytule Goldstein i Taleb [2007] relacjonuj¹ wyniki
badania przeprowadzonego w grupie 87 profesjonalnych uczestników rynku finansowego, z któ-
rego wynika, ¿e zdecydowana wiêkszoœæ myli pojêcie odchylenia œredniokwadratowego — czyli
odchylenia standardowego bêd¹cego popularnym estymatorem zmiennoœci — ze œrednim od-
chyleniem od wartoœci oczekiwanej.



zwi¹zany z teori¹ finansów oraz jej zastosowaniami — alokacj¹ aktywów, za-
rz¹dzaniem ryzykiem oraz wycen¹ instrumentów finansowych3. Nurty te spo-
tykaj¹ siê i przenikaj¹ wzajemnie w nowoczesnej teorii wyceny opcji4, której
podstawy sformu³owali Black i Scholes [1973] oraz równolegle Merton [1973]
(dalej Black-Scholes-Merton, BSM).

B³yskotliwoœæ podejœcia BSM zasadza siê na spostrze¿eniu, ¿e opcje nie s¹
instrumentami niezale¿nymi i mo¿na je zreplikowaæ wykorzystuj¹c prostsze
aktywa. Poniewa¿ opcja call na akcje np. IBM zyskuje na wartoœci wraz ze
wzrostem ceny akcji spó³ki, to wydaje siê naturalne, ¿e ta kierunkowa ekspo-
zycja mo¿e byæ wyeliminowana poprzez krótk¹ sprzeda¿ odpowiedniej liczby
akcji IBM. Mo¿na pokazaæ, ¿e w celu zneutralizowania liniowej czêœci ekspo-

zycji w opcji C, nale¿y zaj¹æ odwrotn¹ pozycjê w
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bazowego S5. Inaczej mówi¹c, posiadaj¹c portfel sk³adaj¹cy siê z d³ugiej po-
zycji w opcji call i krótkiej pozycji w odpowiedniej liczbie akcji, uzyskuje siê
pozycjê lokalnie woln¹ od ryzyka. Formalizuj¹c tê intuicjê (i bior¹c pod uwa-
gê up³yw czasu, koszty finansowania oraz warunek braku arbitra¿u), otrzymu-
je siê s³ynne równanie ró¿niczkowe Blacka-Scholesa:
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którego rozwi¹zaniem jest wzór na cenê europejskiej opcji call:
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3 Zmiennoœæ, rozumiana jako niepewnoœæ wokó³ realizacji oczekiwanej stopy zwrotu z in-
westycji, stosunkowo póŸno pojawia siê w teorii finansów — po raz pierwszy w pracach Marko-
witza [1952; 1959], a nastêpnie u Sharpe’a [1964] oraz Lintnera [1965] w ich modelu CAPM. Co
ciekawe, jeszcze w 1938 r. J.B. Williams w klasycznej pracy na temat inwestowania The Theory of
Investment Value, wydanej przez presti¿owe wydawnictwo Harvard University Press, przekony-
wa³, ¿e inwestorzy powinni dokonywaæ alokacji aktywów na podstawie maksymalnej stopy zwro-
tu [Rebonato, 2007]. Teoria portfelowa Markowitza i jej póŸniejsze rozwiniêcia da³y podstawê
z jednej strony do rozwoju teorii strategicznej alokacji aktywów, a z drugiej do formalizacji za-
rz¹dzania ryzykiem. Wi¹¿e siê to œciœle z popularnoœci¹ koncepcji wartoœci zagro¿onej (Value-
-at-Risk, VaR), czyli okreœlonego percentyla rozk³adu strat z tytu³u danego ryzyka. Szerzej patrz
Damodaran [2007, rozdz. 7] oraz Jorion [2006].

4 Prace Hulle [2009] i Neftciego [2008] zawieraj¹ obszerne, podrêcznikowe, omówienie op-
cji, a tak¿e niektórych aspektów infrastruktury rynkowej. Dobrym Ÿród³em informacji na temat
praktycznych aspektów handlu opcjami pozostaje, mimo up³ywu czasu praca Natenberga
[1994].

5 Aby siê o tym przekonaæ wystarczy rozwin¹æ nieznan¹ cenê opcji C(·) w szereg Taylora
i sprawdziæ, jak siê ona zmieni po up³ywie czasu �t i zmianie ceny akcji o �S. Mamy: C(S + �S,
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wygaœniêcia opcji, K cenê wykonania, a r stopê procentow¹ wyra¿aj¹c¹ koszt
finansowania pozycji.

Chocia¿ na opcje mo¿na patrzeæ jak na swoiste ubezpieczenie chroni¹ce
przed niepo¿¹danym wzrostem lub spadkiem ceny aktywa bazowego — takie
spojrzenie jest typowe dla klienta detalicznego lub korporacyjnego — z punk-
tu widzenia tzw. market makers6 s¹ one przede wszystkim ekspozycjami na
zmiennoœæ, bo ryzyko zmian ceny instrumentu bazowego jest przez te instytu-
cje z regu³y domykane. Jeœli na przyk³ad bank kupuje od klienta opcjê call po
ustalonej cenie, wyra¿onej jako implikowana z opcji zmiennoœæ � i zabezpie-
cza j¹ krótk¹ pozycj¹ w akcjach S, których (spodziewana) faktycznie z r e a l i-
z o w a n a zmiennoœæ wynosi �, wówczas — na mocy (1) — zysk banku mo¿na
wyraziæ nastêpuj¹cym równaniem7:
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Widaæ zatem, ¿e wycena rynkowa takiej „delta neutralnej” pozycji opcyjnej
(czyli pozycji, w której wyrugowano komponent liniowy zwi¹zany ze zmianami
instrumentu bazowego) jest funkcj¹ ró¿nicy miêdzy przysz³¹ zrealizowan¹
zmiennoœci¹ a zmiennoœci¹ implikowan¹, po której kupiono opcjê. Inaczej mó-
wi¹c, zajmowanie pozycji w opcji b¹dŸ strategii opcyjnej jest równoznaczne
z zajêciem pozycji w zmiennoœci jako takiej. I choæ przyk³ad jest oczywiœcie
uproszczony, to co do zasady obrazuje sposób, w jaki parametr zmiennoœci
wp³ywa jednoczeœnie na wycenê, ryzyko i wynik pozycji opcyjnych8.

Niniejsze opracowanie zawiera przegl¹d metod pomiaru, modelowania
i prognozowania zmiennoœci. Poniewa¿ w literaturze dostêpne s¹ stosunkowo
liczne prace przegl¹dowe uporz¹dkowane wed³ug kryterium modelowego
(por. np. wstêpny rozdzia³ [Bauwens, Hafner i Laurent, 2012], a w krajowej
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6 S¹ to instytucje finansowe, które organizuj¹ rynek przez dwustronne kwotowanie cen kon-
traktów opcyjnych.

7 Ogólnie rzecz bior¹c, wynika to z faktu, ¿e po wyeliminowaniu liniowego elementu opcji
przez krótk¹ pozycjê w instrumencie bazowym zostaje funkcja kwadratowa �S. Jeœli portfel
sk³ada siê z d³ugiej pozycji w opcji C i krótkiej pozycji w (�C/�S) jednostkach S, wówczas P&L =
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niewa¿ � oznacza faktycznie zrealizowan¹ zmiennoœæ S (którego — zgodnie z klasycznym za³o¿e-
niem — ewolucja w czasie jest dana uogólnionym procesem Wienera), to �S2 ~ �2SDt. Ostatecz-

nie wiêc P&L = 
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8 Ekspozycjê na zmiennoœæ mo¿na uzyskaæ nie tylko przez opisany wy¿ej hedging dynamicz-
ny, lecz tak¿e statyczny, polegaj¹cy na jednoczesnym zakupie opcji put i calI na ten sam instru-
ment bazowy (tzw. „straddle”).



literaturze szczególnie [Doman i Doman, 2009]), w artykule zdecydowano siê
na swoist¹ „ekonomizacjê” narracji. Zamiast przedstawienia kompilacji licz-
nych dostêpnych wyników w dalszej czêœci podjêto raczej próbê pewnej ich
syntezy z punktu widzenia wyceny opcji w duchu powy¿szego przyk³adu. I tak
sekcja 2. wraca do prowokacyjnego spostrze¿enia Goldsteina i Taleba, zesta-
wiaj¹c g³ówne estymatory zmiennoœci i dyskutuj¹c ich wzglêdne wady i zale-
ty. Gdy wiadomo ju¿, jak zmierzyæ zmiennoœæ, pozostaje pytanie o jej progno-
zê na przysz³oœæ, któr¹ mo¿na by wykorzystaæ we wzorze (3). G³ówne wyniki
w tym zakresie przedstawiono w sekcji 3. Literatura dotycz¹ca prognozowa-
nia zmiennoœci nie mówi jednak na ogó³ wiele o tym, jak uzyskane oszacowa-
nia zastosowaæ w praktyce do skonstruowania zabezpieczonej pozycji opcyj-
nej [Carr i Madan, 2002], a w zwi¹zku z tym jak poprawnie wyceniaæ opcje,
szczególnie, ¿e równania (1)–(3) wyprowadzono przy za³o¿eniu, ¿e zmiennoœæ
jest sta³a, a prognozowanie jej przysz³ej wartoœci jest sprzeczne z tym za³o¿e-
niem. Zagadnienia te s¹ omówione szerzej w sekcji 4., gdzie przedstawiono
dwa ró¿ne podejœcia do wyceny opcji — modele zmiennoœci lokalnej i stocha-
stycznej — umo¿liwiaj¹ce nie tyle prognozê zmiennoœci, co przede wszystkim
spójn¹ wycenê opcji uwzglêdniaj¹ca kwotowania rynkowe.

2. Pomiar zmiennoœci
Wbrew kontrowersyjnej tezie Goldsteina i Taleba, przywo³anej we wstê-

pie, pojêcie zmiennoœci ma doœæ naturaln¹ interpretacjê statystyczn¹ jako
pierwiastek z wariancji (a czasem sam¹ wariancjê) lub inaczej: odchylenie
standardowe [Poon, 2005]. Popularnoœæ takiego ujêcia wynika zapewne
z praktyki myœlenia o zmiennych finansowych — cenach lub stopach zwrotu
— w kategorii procesów stochastycznych i zmiennych losowych. Jeœli stopa
zwrotu9 xi jest zmienn¹ losow¹, to charakteryzuje j¹ rozk³ad statystyczny,
a wiêc takie parametry jak wartoœæ oczekiwana i stopieñ rozproszenia wokó³
niej (oba mog¹ byæ rzecz jasna nieznane). Wariancja dana jest nastêpuj¹cym
wzorem:
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x xi i
i

N
2

1

2
1

� �
�

� (4)

gdzie x jest œredni¹ z próby licz¹cej N elementów. Naturalnym podejœciem
wydaje siê szacowanie (4) w oparciu o dzienne stopy zwrotu, tj. np. ceny
z zamkniêcia gie³dy w danym dniu (st¹d czêsto u¿ywana nazwa estymatora
close-close). Wówczas jednak otrzymany wynik trzeba zannualizowaæ mno¿¹c
przez liczbê dni roboczych w roku, czyli w Polsce 250. W tej procedurze ukryte
s¹ dwa za³o¿enia: (i) ¿e dzienne stopy zwrotu s¹ niezale¿ne i pochodz¹ z iden-
tycznego rozk³adu o skoñczonej wariancji; oraz (ii) ¿e czas na u¿ytek obliczeñ
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9 O ile nie zaznaczono inaczej, tu i poni¿ej stopa zwrotu oznacza zawsze logarytmiczn¹ stopê
zwrotu z danego aktywa S, tj. xi + 1 = ln(Si + 1) – ln(Si). Na temat wykorzystania logarytmicznych
stóp zwrotu por. np. Hudson [2010].



mo¿e byæ mierzony w dniach handlowych, a nie kalendarzowych. Pierwsze za-
³o¿enie nie znajduje wprawdzie potwierdzenia w danych empirycznych [Eng-
le, 1982], ale jego powszechn¹ akceptacjê — tak¿e przez nadzorców10 — mo¿-
na t³umaczyæ brakiem przystêpnych i zarazem wiarygodnych alternatyw [Da-
nielsson i Zigrand, 2006]. Drugie za³o¿enie mo¿e siê na pierwszy rzut oka wy-
daæ nieintuicyjne — szczególnie, jeœli przyj¹æ, ¿e katalizatorem zmiennoœci
jest nap³yw nowych informacji w czasie rzeczywistym — jednak okazuje siê,
¿e wariancja stóp zwrotu np. z pi¹tku na poniedzia³ek nie jest wcale propor-
cjonalnie wiêksza ni¿ ta z czwartku na pi¹tek [French, 1980; French i Roll,
1986], a zatem zmiennoœæ jest w du¿ej mierze determinowana aktywnoœci¹
handlow¹ i tak powinna byæ skalowana. W obliczaniu (4) zak³ada siê te¿, ¿e
wykorzystywany szereg cen (stóp zwrotów) zosta³ oczyszczony z wp³ywu wy-
p³aty dywidendy oraz innych czynników, jak np. prawa poboru, podzia³y lub
konsolidacje akcji, które mog¹ zaburzaæ wycenê z powodów nieekonomicz-
nych. Nieskorygowanie cen mo¿e prowadziæ do istotnych b³êdów pomiaru.
Na przyk³ad 12 lipca 2012 r. cena spó³ki KGHM spad³a ze 144,90 z³ do 117,00 z³
na zamkniêciu dnia poprzedniego (tj. o 18,75%), co odzwierciedla³o wyp³atê
dywidendy. Gdyby szereg danych nie zosta³ oczyszczony, 30-dniowa zmien-
noœæ cen akcji spó³ki wynios³aby 66% zamiast rzeczywistych 33%, po skorygo-
waniu o dywidendê.

Wzór (4) jest oczywiœcie szczególnie ciekawy nie dlatego, ¿e mówi coœ o da-
nych z próby, ale poniewa¿, przy pewnych dodatkowych za³o¿eniach, pozwala
wnioskowaæ o parametrach — a wiêc i kszta³cie — rozk³adu stóp zwrotu. Na
u¿ytek estymacji przyjmuje siê czêsto, ¿e x � 0 (por. np. [Black, 1976a]), co wy-
nika z faktu, ¿e niepewnoœæ wokó³ oszacowania wartoœci oczekiwanej maleje
znacznie wolniej ze zwiêkszeniem próby ni¿ niepewnoœæ wokó³ oszacowania
wariancji [pewna ambiwalencja wobec szacowania trendu stóp zwrotu wynika
tak¿e z tego, ¿e nie jest on wykorzystywany we wzorach na wycenê opcji (2)].

W takim wypadku s2 jest nieobci¹¿onym estymatorem wariancji, tj. �(s2) =
= �2 (gdyby na œredni¹ nie zosta³o narzucone ograniczenie, to mianownik
w (4) powinien byæ równy N – 1, bo informacja zawarta w jednej obserwacji zo-
staje ju¿ wykorzystana do estymacji x, por. np. [Figlewski, 1997]). W wiêkszoœ-
ci zastosowañ interesuj¹ca jest przede wszystkim znajomoœæ odchylenia stan-
dardowego — jest ono wyra¿one w tych samych jednostkach co œrednia (np. z³,
a nie z³2) i jego estymator wykazuje wiêksz¹ stabilnoœæ. Jednak ze wzglêdu na
wypuk³oœæ funkcji pierwiastek ze œredniej jest wiêkszy ni¿ œrednia z pier-
wiastków, tj. � 
 �� �s s2 2�

�
�� � , a zatem estymator odchylenia standardowego

bêdzie obci¹¿ony.
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10 Np. Uchwa³a Nr 324/2011 KNF z 20 grudnia 2011 r. stwierdza: „bank mo¿e wykorzystaæ
miary wartoœci zagro¿onej obliczone zgodnie z krótszymi okresami utrzymywania pozycji skalo-
wanymi do 10 dni, na przyk³ad przez pierwiastek kwadratowy czasu”.



Z obci¹¿eniem tym mo¿na sobie poradziæ w dwojaki sposób. Pierwsza,

praktyczna metoda polega na przyjêciu, ¿e xi ~ N(0, �2)11 i rozpatrzeniu œred-
niej wartoœci bezwzglêdnych stóp zwrotu, której nieobci¹¿onym estymatorem

jest oczywiœcie
1
N

x i
i

� . Poniewa¿ wartoœæ oczekiwana modu³u zmiennej

losowej o rozk³adzie normalnym wynosi �
�
2

, to estymator odchylenia stan-

dardowego stóp zwrotu (w ujêciu zannualizowanym) mo¿na wyraziæ przez:
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x xi i
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� (5)

Warto zauwa¿yæ, ¿e równanie (5) definiuje prost¹ regu³ê kciuka: nieobserwo-
walna zmiennoœæ stóp zwrotu powinna byæ w przybli¿eniu równa 20-krotnoœci
œredniej dziennej stopy zwrotu, co do której uczestnicy rynku maj¹ z regu³y
du¿o lepsze wyczucie intuicyjne.

Druga, bardziej formalna metoda korekty obci¹¿enia tak¿e opiera siê na
za³o¿eniu normalnoœci. Przyjmuj¹c, ¿e xi ~ N(0, �2), mo¿na wyraziæ funkcjê gê-
stoœci odchylenia standardowego z próby jako funkcjê analizowanego szere-
gu czasowego:
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gdzie � jest funkcj¹ gamma zdefiniowan¹ jako �(n) = (n – 1)!. Im wiêksze N,
tym bardziej wartoœæ oczekiwana s zbli¿a siê do � i tym mniejsze obci¹¿enie
estymatora. Okazuje siê, ¿e obci¹¿enie s mo¿na wyraziæ analitycznie:
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St¹d

 �
s
N�

jest nieobci¹¿onym estymatorem �. Chocia¿

 �
s
N�

nie bêdzie sy-

stematycznie zawy¿a³ ani zani¿a³ �, to zbie¿noœæ do wartoœci oczekiwanej
postêpuje wolno, co oznacza, ¿e estymator jest nieefektywny. Wariancja osza-
cowania zmiennoœci z próby wynosi
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11 Przyjêcie za³o¿enia o normalnoœci (log-normalnoœci) stóp zwrotu jest z regu³y motywowa-
ne na gruncie teoretycznym zastosowaniem Centralnego Twierdzenia Granicznego, w którym
dzienne stopy zwrotu traktowane s¹ jako sumy niezale¿nych ruchów cen o du¿o wy¿szej czêsto-
tliwoœci [Rebonato, 2007].
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Widaæ zatem, ¿e oszacowanie zmiennoœci jest tym lepsze — b³¹d standar-
dowy tym mniejszy — im wiêksza jest liczba elementów wykorzystanych do
estymacji.

Dalszy rozwój metod pomiaru zmiennoœci mo¿e wiêc polegaæ albo na po-
szukiwaniu coraz efektywniejszych estymatorów, byæ mo¿e wykorzystuj¹cych
inne dane ni¿ tylko te z zamkniêcia sesji, albo na wykorzystaniu coraz d³u¿-
szych szeregów czasowych. Drugie podejœcie mo¿e siê z pozoru wydawaæ bar-
dziej zachêcaj¹ce, wi¹¿e siê ono jednak z pewnym dylematem. Otó¿ do tej
pory zmiennoœæ by³a traktowana jako zmienna nieobserwowalna, ale jednak
sta³a. Jeœli zmiennoœæ fluktuuje w czasie, uwzglêdnienie w estymacji zbyt d³u-
gich szeregów czasowych mo¿e zaburzyæ oszacowanie, bo wykorzystane dane
bêd¹ dotyczyæ w istocie procesów o innych parametrach. Z kolei zbyt krótkie
szeregi czasowe mog¹ oznaczaæ zbyt du¿y b³¹d pomiaru [w myœl (8)]. Rozs¹d-
nym wyjœciem z sytuacji jest wiêc rozwa¿enie danych o wy¿szej ni¿ dzienna
czêstotliwoœci, co jednak wi¹¿e siê z odrêbnymi problemami. W dalszej czêœci
niniejszego rozdzia³u omówiono nieco bardziej szczegó³owo oba podejœcia —
poszukiwanie efektywniejszego estymatora i wykorzystanie danych o wyso-
kiej czêstotliwoœci — zwracaj¹c uwagê na ich wzglêdne wady i zalety.

2.1. Alternatywne estymatory zmiennoœci
Wilmott [2006] wymienia trzy alternatywne estymatory zmiennoœci — Par-

kinsona, Garmana i Klassa oraz Rogersa i Satchella — zwane tak¿e estymato-
rami zrealizowanego zakresu zmian12. Pierwszy z nich [Parkinson, 1980a]
opiera siê na wykorzystaniu ekstremów cen z danego dnia:
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gdzie hi oraz li oznaczaj¹ odpowiednio cenê maksymaln¹ i minimaln¹ w dniu
i, czy — bardziej precyzyjnie — w ustalonej jednostce czasu. Intuicyjnie
wydaje siê, ¿e (9) powinien byæ dobrym estymatorem �. Po pierwsze, im wiêk-
sze jest odchylenie standardowe stóp zwrotu, tym wiêksze wartoœci powinno
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wskazywaæ na ma³e �. Po drugie, wykorzystanie dwóch cen z danego dnia
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12 Dla wygody zostan¹ zaprezentowane estymatory wariancji; mo¿na je przekszta³ciæ do nie-
obci¹¿onych estymatorów odchyleñ standardowych, pos³uguj¹c siê analogiczn¹ metod¹, jak po-
wy¿ej.



(maksymalnej i minimalnej) — a nie tylko jednej, jak w estymatorze close-clo-
se — poszerza zakres wykorzystanych informacji i powinno poprawiaæ jakoœæ
estymacji. I rzeczywiœcie, jak pokazuje Parkinson, wariancja (9) wynosi
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� . Z kolei wariancja s2, przy za³o¿eniu x � 0, wynosi
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N

13. St¹d,

aby osi¹gn¹æ ten sam rz¹d dok³adnoœci estymatorów w obu metodach, powin-
no siê wykorzystaæ N � 5NP, tj. piêciokrotnie wiêcej obserwacji w estymacji
z wykorzystaniem tradycyjnej formu³y.

Wad¹ estymatora Parkinsona mo¿e byæ to, ¿e — wykorzystuj¹c jedynie
informacje o cenach maksymalnych i minimalnych — pomija ich zwi¹zek
z cenami zamkniêcia danego dnia. Tymczasem, jak argumentuj¹ Garman
i Klass [1980], uwzglêdnienie tego zwi¹zku powinno jeszcze bardziej popra-
wiæ jakoœæ estymacji. St¹d zaproponowany przez Garmana i Klassa estymator
ma postaæ:

Tabela 1.
Wartoœci oczekiwane estymatorów zmiennoœci (prawdziwa wariancja = 1,0)

Liczba transakcji Estymator Parkinsona �^ P
2

Estymator Garmana-Klassa �^ GK
2

5 0,55 0,38

10 0,65 0,51

20 0,74 0,64

50 0,82 0,73

100 0,86 0,80

200 0,89 0,85

500 0,92 0,89

�ród³o: Garman i Klass [1980].
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gdzie ci jest cen¹ zamkniêcia z dnia i. Jak widaæ (10) jest œredni¹ wa¿on¹ esty-
matorów (4) i (9). Wagi dobrano w taki sposób, aby zminimalizowaæ wariancjê.
Okazuje siê, ¿e estymator Garmana-Klassa jest siedmiokrotnie bardziej efek-
tywny (tj. ma siedmiokrotnie mniejsz¹ wariancjê) ni¿ (4), a — dziêki uwzglêd-
nieniu informacji o cenach zamkniêcia — tak¿e o 50% efektywniejszy ni¿
estymator Parkinsona. Oba jednak, �̂�

GK oraz �̂�
P, zosta³y wyprowadzone przy

za³o¿eniu, ¿e proces generuj¹cy ceny ma charakter ci¹g³y lub — bardziej for-
malnie — ¿e stopy zwrotu mo¿na opisaæ standardowym ruchem Browna, tj.
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13 Lehmann i Casella [1998, s. 92], pokazuj¹, ¿e (n – 1)s2/�2 ma rozk³ad � n�1
2 . Poniewa¿ rozk³ad

�2 z (n – 1) stopniami swobody ma wariancjê 2(n – 1) [ibid., s. 31], to var(s2) = 2�4/(n – 1). Przy zna-
nej œredniej liczba stopni swobody wynosi N, jak powy¿ej.



x tt t� �� , gdzie �t ~ IID(0, 1). Jeœli transakcje zachodz¹ w dyskretnych odstê-
pach czasu — tak jak to ma miejsce w rzeczywistoœci — to „prawdziwe” nieob-
serwowalne ceny mog¹ nie zd¹¿yæ osi¹gn¹æ swoich maksimów/minimów. Tym
samym obserwowane wartoœci hi oraz li bêd¹ co do wartoœci bezwzglêdnej
mniejsze ni¿ faktycznie, przez co wyliczone statystyki bêd¹ obci¹¿one. Co cie-
kawe, jak wynika z tabeli 1., obci¹¿enie estymatora Garmana-Klassa jest
nawet wiêksze ni¿ estymatora Parkinsona (aby otrzymaæ wartoœci nieobci¹¿o-
ne, nale¿y podzieliæ oszacowane statystyki przez wartoœci obci¹¿eñ podane
w tabeli).

Stosunkowo najwiêksz¹ odpornoœæ na dyskretny sposób próbkowania cen
wykazuje klasyczny estymator (4) z x � 0, którego wartoœci oczekiwane w sy-
mulacji Garmana i Klassa [1980] odbiegaj¹ od prawdziwej wariancji najwy¿ej
o 0,01–0,03. Tu jednak pojawia siê inny problem — za³o¿enie zerowego trendu
w procesie stóp zwrotu by³o poczynione z powodów raczej pragmatycznych
i nie musi wcale byæ prawdziwe; jeœli natomiast stopy zwrotu maj¹ w rzeczy-
wistoœci niezerowy trend, to estymator (4) bêdzie oczywiœcie obci¹¿ony [po-
dobnie zreszt¹ jak (9) i (10)]. Dlatego Rogers i Satchell [1991a] proponuj¹ na-
stêpuj¹c¹ modyfikacjê podejœcia Garmana-Klassa (por. tak¿e [Rogers, Sa-
tchell i Yoon, 1994]):

^ ln ln ln ln ln� RS
i

i

i

i

i

i

i

iN
h
o

h
o

c
o

l
o

l2 1
� �

�

�
����

	




�����
� i

i

i

ii

N

o
c
o

�
�

�
����

	




�����

�

�
�
�

 

!
"
"

�
� ln

1

(11)

gdzie oi jest cen¹ otwarcia z dnia i. Okazuje siê, ¿e �( �̂�
RS) = �2t, tak¿e wtedy,

gdy xt ma niezerowy trend. Jednoczeœnie estymator (11) wypada te¿ wyraŸnie
lepiej ni¿ (10) w badaniu symulacyjnym: 95-procentowy przedzia³ ufnoœci wo-
kó³ �̂�

RS zawiera³ prawdziwy parametr �2 a¿ w 15 spoœród 16 rozwa¿onych spe-
cyfikacji. Z kolei �̂2

GK poradzi³ sobie w 3 z 4 specyfikacji, w których oczekiwana
stopa zwrotu by³a równa 0, lecz nie poradzi³ sobie zupe³nie w pozosta³ych, tj.
95-procentowy przedzia³ ufnoœci nie zawiera³ prawdziwej wariancji.

Uwzglêdnienie w estymacji trendu pozbawia �̂�
RS istotnego obci¹¿enia —

tym wiêkszego, im wiêksza jest relacja #/� i im mniejsza czêstotliwoœæ wyko-
rzystywanych danych. Jednak (11) ma wci¹¿ jeden mankament, którego nie
mia³ podstawowy estymator wariancji — zani¿a zmiennoœæ w sytuacjach, gdy
ceny akcji wykazuj¹ skokowe zmiany w chwili otwarcia. Rynki na wiêkszoœæ
aktywów s¹ okresowe zamykane — na noc, dni wolne od pracy lub œwiêta —
i informacje nap³ywaj¹ce w tym czasie „przerwy” mog¹ siê przyczyniæ do
gwa³townego odchylenia cen otwarcia od poziomów zamkniêcia z poprzed-
niego dnia roboczego, co powinno byæ uwzglêdnione w estymacji. Tymczasem
zarówno Parkinson [1980b] jak Rogers i Satchell [199lb] zak³adaj¹, ¿e cena
otwarcia w dniu i jest równa cenie zamkniêcia w dniu i – l, a wiêc de facto ¿e
rynek jest otwarty nieprzerwanie, co oczywiœcie bêdzie zani¿aæ oszacowanie
zmiennoœci. Od wady tej jest za to wolny estymator zaproponowany stosunko-
wo niedawno w pracy [Yang i Zhang, 2000]:
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gdzie
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,
,

sta³a jest dobierana w taki sposób, ¿eby zmini-

malizowaæ wariancjê oszacowania. Estymator �̂�
YZ jest nieobci¹¿ony (przy

za³o¿eniu ci¹g³oœci), niezale¿ny od trendu # i uwzglêdnia skoki cen na otwar-
ciu. Yang i Zhang [2000] pokazuj¹ ponadto, ¿e �̂�

YZ ma ponad siedmiokrotnie
mniejsz¹ wariancjê ni¿ (4) i tylko ok. 8% wiêksz¹ ni¿ (10) przy braku trendu
w danych (�̂�

GK w takich sytuacjach jest najefektywniejszy). Z drugiej strony,
w przypadku procesu cenowego, w którym zmiennoœæ jest zdominowana
przez skoki cenowe na otwarciu, efektywnoœæ �̂�

YZ bêdzie niemal równa efek-
tywnoœci klasycznego estymatora wariancji (4). Choæ ró¿nice te s¹ niew¹tpli-
wie istotne, trzeba pamiêtaæ, ¿e zosta³y oszacowane w oparciu o dane pocho-
dz¹ce z symulacji stochastycznych. Porównanie z wykorzystaniem danych
empirycznych, które przeprowadzili np. Brandt i Kinlay [2005], pokazuje, ¿e
wszystkie estymatory zrealizowanego zakresu zmian daj¹ podobne wyniki i s¹
ze sob¹ bardzo silnie skorelowane. Od ca³ej grupy wyraŸnie natomiast odsta-
je estymator (4), który wypada gorzej wed³ug wszystkich zastosowanych przez
autorów kryteriów. Do podobnych wniosków dochodz¹ Œlepaczuk i Zakrzew-
ski [2008], którzy podkreœlaj¹ dodatkowo, ¿e w praktyce — gdy stopy zwrotu
nie maj¹ charakteru ci¹g³ego i prawdziwa zmiennoœæ nie jest znana — istot-
niejszy od samego estymatora jest wybór okna czasowego wykorzystywanego
do estymacji.

2.2. Dane wysokiej czêstotliwoœci
Zgodnie z podstawow¹ zasad¹ statystyki — wyra¿on¹ zreszt¹ implicite we

wzorze (8) — zwiêkszenie liczby niezale¿nych obserwacji w próbie zwiêksza
liczbê stopni swobody i poprawia wiarygodnoœæ estymatora. Mo¿na na przy-
k³ad ³atwo obliczyæ, ¿e wykorzystanie danych o dziennych stopach zwrotu za
ostatnie 10 lat (tj. 10 × 250 obserwacji) pozwala ograniczyæ niepewnoœæ wokó³
oszacowania zmiennoœci do ok. 1,4%, co przy prawdziwej zmiennoœci na po-
ziomie 25% oznacza b³¹d zaledwie 0,4%. Tu jednak pojawia siê inny problem.
Dotychczasowe rozwa¿ania opiera³y siê na za³o¿eniu, ¿e zmiennoœæ jest sta³a,
co byæ mo¿e stanowi dopuszczalne przybli¿enie w bardzo krótkim okresie, ale
jest raczej nie do obrony w d³u¿szym czasie. Wydaje siê niekontrowersyjne,
¿e w ci¹gu 10 lat charakterystyka procesu cenowego mog³a siê znacz¹co zmie-
niæ, co z kolei oznacza³oby, ¿e czêœæ wykorzystanych danych by³a realizacj¹
zupe³nie innej zmiennej losowej (w szczególnoœci tzw. efekt dŸwigni wskazu-
je, ¿e zmiennoœæ jest ujemnie skorelowana z cen¹ instrumentu bazowego,
por. np. [Nandi, 1998]). Okazuje siê jednak, ¿e zamiast iœæ „dalej” w czasie,
mo¿na równie dobrze iœæ „g³êbiej” — siêgaj¹c po dane wysokiej czêstotliwoœ-
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ci ze znacznie krótszego okresu. Jak zauwa¿aj¹ Dacorogna, Gençay, Müller,
Pictet i Olsen [2001], liczba dostêpnych obecnie obserwacji z jednego tylko
dnia na p³ynnym rynku jest równa liczbie obserwacji dziennych za okres 30
lat. Wykorzystanie danych wysokiej czêstotliwoœci mia³oby tê dodatkow¹ za-
letê, ¿e zaprezentowane dotychczas estymatory (9)–(12) nie s¹ wra¿liwe na
zmiennoœæ intraday — mo¿na sobie bowiem wyobraziæ dwie hipotetyczne
œcie¿ki ewolucji cen, z identycznymi cenami otwarcia/zamkniêcia oraz
min/max i zarazem ró¿n¹ zmiennoœci¹ œróddzienn¹, która z kolei mo¿e byæ
istotna w wielu praktycznych zastosowaniach, np. aktywnym zarz¹dzaniu
portfelem opcyjnym. Wreszcie wysoka czêstotliwoœæ danych pozwala lepiej
aproksymowaæ teoretyczny ci¹g³y model procesu cenowego. Rzeczywiœcie,
Andersen i Bollerslev [1998] pokazuj¹, ¿e nieobserwowalna wariancja ci¹g³e-
go procesu cenowego mo¿e byæ dobrze przybli¿ona sum¹ kwadratów œród-
dziennych stóp zwrotu, jeœli tylko czêstotliwoœæ danych jest wystarczaj¹co
wysoka (i nie wystêpuje autokorelacja). Fung i Hsieh [1991] nazywaj¹ taki
estymator „zmiennoœci¹ zrealizowan¹”.

Niestety, jak zauwa¿y³ ju¿ Black [1986], obserwowane ceny transakcyjne
odzwierciedlaj¹ nie tylko prawdziw¹ wartoœæ „równowagow¹”, ale tak¿e
szum wynikaj¹cy z mikrostruktury rynku (np. wolumenu realizowanej trans-
akcji, pory dnia jej wykonywania, spreadu bid-ask itp.)14. W istocie — im
mniejsza jednostka czasu, tym wiêkszy jest udzia³ szumu spowodowanego mi-
krostruktur¹ rynku i zarazem mniejszy udzia³ rzeczywistego sygna³u cenowe-
go w obserwowanej cenie transakcyjnej. Dzieje siê tak dlatego, ¿e informacja
o zmiennoœci zawarta w stopie zwrotu jest proporcjonalna do up³ywu czasu
pomiêdzy obiema cenami, a poziom szumu mikrostrukturalnego w ka¿dej
z tych cen jest sta³y. A zatem, im d³u¿szy up³yw czasu, tym korzystniejszy sto-
sunek sygna³u do szumu w obserwowanych cenach [Ait-Sahalia, Mykland
i Zhang, 2005; Ait-Sahalia i Mykland, 2009]. Z drugiej strony, wykorzystanie
danych wysokiej czêstotliwoœci mo¿e — oprócz szumu — ujawniæ jakoœciowo
nowe elementy struktury stochastycznej, jak np. œróddzienn¹ sezonowoœæ
zmiennoœci. Lequeux [1999] pokazuje na przyk³ad, ¿e zmiennoœæ na rynku
walutowym, obligacji i akcji zachowuje siê bardzo podobnie — osi¹ga maksi-
mum na otwarciu, maleje w ci¹gu dnia, by wzrosn¹æ ponownie pod koniec
sesji. Praktyczne znaczenie sezonowoœci œróddziennej wydaje siê jednak
raczej ograniczone. Przy zarz¹dzaniu pozycj¹ opcyjn¹ w d³u¿szym horyzoncie
efekty sezonowoœci w ci¹gu dnia ulegn¹ uœrednieniu, w perspektywie krót-
kookresowej zaœ górê weŸmie prawdopodobnie efekt œcie¿ki ewolucji instru-
mentu bazowego [Sinclair, 2008].
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14 Nb. Black [1986] uwa¿a³, ¿e to w³aœnie dziêki szumowi informacyjnemu mo¿liwy jest p³yn-
ny rynek finansowy, nawet jeœli rynek ten jest w konsekwencji mniej efektywny. Omówienie
zagadnieñ zwi¹zanych z mikrostruktur¹ rynku i wykorzystanie danych wysokiej czêstotliwoœci
zawiera np. [Lequeux, 1999; Dacorogna, Gençay, Müller, Pictet i Olsen, 2001 oraz Hautsch,
2011].



Jak¹ czêstotliwoœæ danych nale¿y wobec tego wykorzystywaæ, aby uzyskaæ
najlepszej jakoœci estymator? W literaturze spotyka siê ró¿ne podejœcia. Na
przyk³ad Andersen, Bollerslev, Diebold i Ebens [2001], Barndorff-Nielsen
i Shephard [2002] oraz Gençay, Ballocchi, Dacorogna, Olsen i Pictet [2002]
wykorzystuj¹ dane 5-minutowe. Sinclair [2008] wskazuje, ¿e w³aœciwa czêstot-
liwoœæ zale¿y od produktu i rynku, ale z regu³y lokuje siê w przedziale 15–30
minut. Z kolei Andersen, Bollerslev, Diebold i Labys [2003] uwa¿aj¹, ¿e dane
30-minutowe stanowi¹ rozs¹dny kompromis pomiêdzy obfitoœci¹ danych a in-
tensywnoœci¹ frykcji rynkowych. Ait-Sahalia, Mykland i Zhang [2005] pokazu-
j¹ formalnie, ¿e jeœli w danych wystêpuje szum, którego nie uwzglêdnia siê
bezpoœrednio w metodzie estymacji, wówczas optymalna czêstotliwoœæ da-
nych jest skoñczona i zale¿y od parametrów szumu oraz d³ugoœci analizowa-
nej próby. I tak na przyk³ad w przypadku rynku akcji — gdzie zmiennoœæ indu-
kowana mikrostruktur¹ rynku wnosi ok. 60% do ca³kowitej wariancji œród-
dziennych stóp zwrotu — optymalna czêstotliwoœæ wynosi 32 minuty oraz 3,3
godziny odpowiednio dla próby obejmuj¹cej 1 dzieñ i 1 rok. Jeœli natomiast
szum zostanie uwzglêdniony explicite przez odpowiedni¹ korektê specyfika-
cji modelu, wówczas — zgodnie z elementarn¹ intuicj¹ — optymalne staje siê
wykorzystanie wszystkich dostêpnych danych, z dowoln¹ czêstotliwoœci¹ (Ait-
-Sahalia, Mykland i Zhang, 2005]. Metoda uwzglêdniania szumu w estymacji
zmiennoœci metod¹ najwiêkszej wiarygodnoœci jest jednak na tyle skompli-
kowana, ¿e trudno sobie wyobraziæ jej wiêksze upowszechnienie. Znacznie
prostsze w implementacji podejœcie Andersena i Bollersleva [1998] jest nato-
miast bardzo wra¿liwe na efekty mikrostruktury rynku, co próbowali póŸniej
skorygowaæ Zhang, Mykland i Ait-Sahalia [2005] oraz Hansen i Lunde [2006].
Wreszcie Martens i van Dijk [2007], wzoruj¹c siê na podejœciu Parkinsona
[1980b], zaproponowali zast¹pienie kwadratów œróddziennych stóp zwrotu
ró¿nicami miêdzy cen¹ maksymaln¹ i minimaln¹ w danym oknie czasowym,
co istotnie poprawia efektywnoœæ estymacji zmiennoœci.

Oczywiœcie ca³kowit¹ odpornoœæ na szum w danych œróddziennych wyka-
zuj¹ — ze wzglêdu na sw¹ konstrukcjê — estymatory opisane w sekcji 2.1. [Ali-
zadeh, Brandt i Diebold, 2002]. Shu i Zhang [2006] porównuj¹ wiêc obie meto-
dy estymacji — tj. estymatory zrealizowanego zakresu zmian oraz zmiennoœci
zrealizowanej — wykorzystuj¹c symulacje Monte Carlo oraz dane empiryczne
wysokiej czêstotliwoœci z gie³dy amerykañskiej. W przypadku symulacji
„prawdziwych” cen, tj. cen pozbawionych spreadu bid-ask, zmiennoœæ zreali-
zowana okazuje siê przybli¿aæ prawdziw¹ wariancjê z dok³adnoœci¹ 0,01%,
wobec obci¹¿enia 6%–9% dla estymatorów (9)–(12). Ponadto wzglêdna efek-
tywnoœæ zmiennoœci zrealizowanej — mierzona relacj¹ jej wariancji do wa-
riancji estymatora Parkinsona — wynosi na „prawdziwych” cenach ponad 80,
natomiast w przypadku pozosta³ych estymatorów zrealizowanego zakresu
zmian zaledwie 1,4–1,8. Ró¿nice zacieraj¹ siê jednak, gdy symulowane dane
zawieraj¹ spread bid-ask. W tym wypadku wzglêdna efektywnoœæ zmiennoœci
zrealizowanej zmniejsza siê do 3,2, przy wzroœcie obci¹¿enia do 6,8%, miary
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efektywnoœci zaœ dla pozosta³ych estymatorów — niewra¿liwych na efekty mi-
krostruktury rynku — pozostaj¹ na niezmienionych poziomach. Analiza w³as-
noœci estymatorów na danych empirycznych jest utrudniona, poniewa¿ praw-
dziwa zmiennoœæ jest nieobserwowalna, a — co za tym idzie — brakuje natu-
ralnego wzorca, do którego mo¿na by odnosiæ uzyskane wyniki w celu oszaco-
wania obci¹¿enia. Shu i Zhang [2006] przyjmuj¹, ¿e miar¹ „prawdziwej”
zmiennoœci indeksu S&P 500 jest zmiennoœæ zrealizowana obliczona jako
suma kwadratów 15-minutowych stóp zwrotu (akurat w tym oknie czasowym
ustabilizowa³y siê wartoœci zmiennoœci zrealizowanej). W tym wypadku naj-
lepszy okazuje siê estymator (10), który ma nie tylko najmniejsze obci¹¿enie
(1,05%), ale jednoczeœnie najmniejsz¹ wariancjê.

2.3. Podsumowanie
Wniosek, jaki siê wy³ania z tego — z koniecznoœci zwiêz³ego — przegl¹du

literatury, mo¿e siê wydaæ nieco rozczarowuj¹cy. Chocia¿ struktura prezenta-
cji sugerowa³a, ¿e ka¿dy kolejny estymator by³ zaprojektowany w taki sposób,
aby naprawiæ jakieœ mankament poprzedniego — i rzeczywiœcie w pewnym
stopniu tak w³aœnie by³o — to przegl¹d nie koñczy siê wskazaniem jednej
metody pomiaru zmiennoœci, która by bezwzglêdnie górowa³a nad innymi.
Nie jest jednak tak, ¿e przedstawione wyniki badañ s¹ en gros niekonkluzyw-
ne. Po pierwsze, w³asnoœci estymatorów zale¿¹ od charakteru danych, ich
czêstotliwoœci, stosunku sygna³u do szumu itp. Po drugie, najbardziej po-
wszechny, klasyczny estymator wariancji (4), obliczony z wykorzystaniem
danych dziennych, jest miar¹ niedok³adn¹ i ma³o efektywn¹ w sensie staty-
stycznym. Po trzecie, tê nieefektywnoœæ mo¿na w du¿ym stopniu wyelimino-
waæ, uwzglêdniaj¹c dane œróddzienne wysokiej czêstotliwoœci. Po czwarte,
zrealizowana wariancja jest bardzo efektywnym estymatorem zmiennoœci,
szczególnie w przypadku danych teoretycznych, gdy znana jest prawdziwa
wartoœæ zmiennoœci. Na rzeczywistych danych empirycznych dobrze wypada-
j¹ tak¿e estymatory zrealizowanego zakresu zmian, które wymagaj¹ z regu³y
mniejszej iloœci informacji, aby osi¹gn¹æ porównywaln¹ efektywnoœæ. Wresz-
cie przydatne mo¿e siê okazaæ tak¿e porównanie wskazañ ró¿nych estymato-
rów. Jeœli na przyk³ad estymatory Parkinsona i Garmana-Klassa wskazuj¹ na
zmiennoœæ zbli¿on¹ do 30%, a Rogersa-Satchella sugeruje wartoœæ bli¿sz¹
20%, mo¿na domniemywaæ, ¿e stopy zwrotu wykazuj¹ rosn¹cy trend, którego
nieuwzglêdnienie powoduje zawy¿one oszacowanie �̂2

P i �̂2
GK. Z kolei niska

wartoœæ klasycznego estymatora wariancji w porównaniu do estymatora Par-
kinsona mo¿e sugerowaæ, ¿e znaczna czêœæ zmiennoœci jest generowana przez
ruchy cen œróddziennych. Wszystkie te informacje mog¹ byæ pomocne przy
okreœlaniu procedury zabezpieczania pozycji opcyjnej.

3. Prognozowanie zmiennoœci
W rozdziale 2. zaprezentowane g³ówne metody pomiaru zmiennoœci. Ka¿-

da z miar wyra¿a³a jednak zmiennoœæ historyczn¹, tj. ju¿ de facto zrealizowa-
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n¹ w danym okresie w przesz³oœci. Tymczasem z perspektywy wyceny opcji,
a tak¿e zysku na zabezpieczonej pozycji (3), kluczowe jest przysz³e kszta³towa-
nie siê zmiennoœci instrumentu bazowego w okresie do zapadalnoœci transak-
cji opcyjnej. Chocia¿ w oryginalnym podejœciu BSM przyjmuje siê za³o¿enie,
¿e zmiennoœæ jest immanentn¹ niezmienn¹ w³asnoœci¹ ka¿dego instrumentu
bazowego — co umo¿liwi³o eleganckie analityczne wyprowadzenie wzorów
(2)–(3) — nawet dla samych autorów by³o oczywiste, ¿e jest to tylko przybli¿e-
nie, w dodatku niezbyt poprawne15. Istotnie, nied³ugo po opublikowaniu teo-
rii BSM, zaczêto prowadziæ badania nad kszta³tem i stabilnoœci¹ rozk³adów
stóp zwrotu, a tak¿e ewolucj¹ w czasie ich zmiennoœci. Efektem tych badañ
jest pokaŸna ju¿ dziœ literatura, której najwa¿niejsze wnioski — tzw. fakty sty-
lizowane — mo¿na podsumowaæ nastêpuj¹co [Cont, 2001; Poon, 2005]. Po
pierwsze, stopy zwrotu nie wykazuj¹ autokorelacji, co ma ekonomiczn¹ inter-
pretacjê (s³abej) efektywnoœci rynku [Fama, 1970]. Po drugie, rozk³ady stóp
zwrotu maj¹ grube ogony. Po trzecie, zmiennoœæ stóp zwrotu wykazuje ten-
dencjê do tworzenia skupisk (grupowania siê). Intuicyjnie oznacza to, ¿e du-
¿ym (ma³ym) zmianom cen aktywów w danym dniu towarzysz¹ du¿e (ma³e)
zmiany w dniu kolejnym, a formalnie, ¿e wartoœci bezwzglêdne lub kwadraty
stóp zwrotu w kolejnych okresach wykazuj¹ dodatni¹ i powoli wygasaj¹c¹
autokorelacjê. Po czwarte wreszcie, zmiennoœæ jest ujemnie skorelowana
z poziomem stóp zwrotu, tj. zmiennoœæ roœnie, gdy ceny aktywów spadaj¹ (tzw.
efekt dŸwigni)16. Wszystkie powy¿sze obserwacje wskazuj¹, ¿e zmiennoœæ nie
jest sta³a i ¿e mo¿na podejmowaæ próby prognozowania jej przysz³ych fluk-
tuacji. Poni¿ej przedstawiono w³aœnie przegl¹d najwa¿niejszych metod i wy-
ników w tym zakresie, wyró¿niaj¹c metody oparte na analizie szeregów czaso-
wych oraz na implikowaniu oczekiwañ z cen rynkowych17.

3.1. Metody szeregów czasowych
Pierwsza klasa metod opiera siê na formu³owaniu prognoz w oparciu o hi-

storyczne oszacowania zmiennoœci. Jedna z najprostszych metod w tej grupie
polega na za³o¿eniu, ¿e proces ewolucji zmiennoœci w czasie ma charakter
b³¹dzenia losowego, tj. �t = �t – 1 + �t, gdzie �t jest bia³ym szumem. W takim
ujêciu najlepsz¹ prognoz¹ przysz³ej zmiennoœci jest rzecz jasna dzisiejsza
zmiennoœæ, obliczona jako odchylenie standardowe dziennych stóp zwrotu,
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15 Fischer Black mia³ kiedyœ napisaæ: „Przypuœæmy, ¿e u¿yjemy odchylenia standardowe-
go… mo¿liwych przysz³ych stóp zwrotu z akcji… jako miary jej zmiennoœci. Czy sensowne jest
przyjêcie, ¿e zmiennoœæ jest sta³a w czasie? Nie s¹dzê”, za: [Lewis, 2000].

16 Por. tak¿e [Black, 1976b] oraz [Christie, 1982]. Kapita³ firmy E mo¿e byæ postrzegany jako
opcja na aktywa firmy V z cen¹ wykonania równ¹ poziomowi zad³u¿enia D, przy czym V = D + E.

Jeœli dV = V�dZ, a poziom zad³u¿enia jest stabilny, wówczas
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1 . Zatem zmiennoœæ cen akcji roœnie, gdy cena akcji spada.

17 Poni¿sza dyskusja opiera siê w du¿ej mierze na pracy [Poon, 2005], która zawiera bardzo
obszerny przegl¹d literatury przedmiotu.



lub — jeœli szereg czasowy jest zbyt krótki — jako zrealizowany zakres zmian
œróddziennych. Prognoza zmiennoœci mo¿e jednak byæ stworzona nie tylko
w oparciu o jej ostatni¹ zaobserwowan¹ wartoœæ, ale tak¿e o wszystkie do-
stêpne wartoœci, jak w metodzie œredniej historycznej, gdzie:


 �� � � �t t tt� �� � � �1 1 1

1
� (13)

Wariantem œredniej historycznej jest œrednia krocz¹ca, w której bierze siê
pod uwagê tylko $ ostatnich obserwacji (zamiast wszystkich dostêpnych):


 ��
$

� � � $t t t t� � �� � � �1 1

1
� . Stosunkowo najbardziej wyrafinowanym podejœ-

ciem w tej klasie jest metoda wyk³adniczo wa¿onej œredniej ruchomej (Expo-
nentially Weighted Moving Average, EWMA) opracowana przez zespó³ Riskme-
trics Longerstaey [1996]. Punktem wyjœcia jest definicja estymatora:
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gdzie % ' (0, 1) okreœla wagê przypisywan¹ stopom zwrotu xt ze wzglêdu na ich
oddalenie w czasie (zak³ada siê, jak wszêdzie powy¿ej, ¿e wartoœæ oczekiwana
stóp zwrotu wynosi zero). Zespó³ Riskmetrics proponowa³, by optymaln¹ war-
toœæ parametru % ustalaæ na podstawie minimalizacji b³êdu œredniokwadra-
towego prognozy przeprowadzonej dla 480 szeregów czasowych ró¿nych
zmiennych finansowych (np. dla jednodniowej prognozy zmiennoœci % = 0,94,
a miesiêcznej % = 0,97). Prognozowanie w oparciu o EWMA opiera siê na
rekursywnych w³asnoœciach estymatora (14), które z kolei maj¹ odzwiercied-
laæ obserwowan¹ empirycznie autokorelacjê kwadratów stóp zwrotów. Dys-
ponuj¹c danymi o stopach zwrotu do chwili t, prognozê zmiennoœci na dzieñ
t + 1 mo¿na zapisaæ wzorem:
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Taylor [2004] zaproponowa³ modyfikacjê EWMA, w której wagi zale¿¹ od
wielkoœci i znaku stóp zwrotu (Smooth Transition Exponential Smoothing,
STES):


 �� ( ( �t t t t tx� � �� � � �1 1
2

1 1
21 (16)

gdzie parametr wyg³adzaj¹cy (t – 1 = (1 + exp() + *Vt – 1)
–1 ' (0, 1) i dopasowuje

siê do zmian w Vt –1, które zale¿nie od wariantu modelu mo¿e byæ zdefiniowa-
ne jako x xt t� �1 1, lub funkcja obydwu.
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Zamiast sztywno narzuconej wagi, która powoduje stopniowe wygasanie
wp³ywu obserwacji odsuniêtych daleko w czasie, mo¿na oczywiœcie oszaco-
waæ zwyk³e równanie autoregresyjne, w którym waga ka¿dego opóŸnienia
ustali siê metod¹ najmniejszych kwadratów:

� ( ) � ) � �t t n t n t� � � � �� �1 1 � (17)

Wówczas prognoza na okres t + 1 jest oczywiœcie dana wzorem �̂t + 1 = ( +
)1�t + … +)n�t – n. Prost¹ regresjê mo¿na rozbudowaæ przez uwzglêdnienie b³ê-
dów, tak by �̂t – 1 = ( + �i)i�t + 1 – i + �i*i�t + 1 – i (ARMA) lub wprowadzaj¹c ró¿ni-
cowanie, tj. stopieñ zintegrowania (ARIMA).

Chocia¿, jak siê oka¿e, metody zaproponowane powy¿ej wykazuj¹ w nie-
których wypadkach zaskakuj¹co dobre w³asnoœci predykcyjne, to jednak pe-
wien dyskomfort mo¿e budziæ niespójnoœæ odzwierciedlona implicite w za³o-
¿eniu, ¿e zmiennoœæ jest sta³a w pewnym oknie czasowym — np. w ci¹gu 30 dni
potrzebnych do wyestymowania odchylenia standardowego — a zarazem
zmienia siê, gdy to okno przesunie siê choæby o jeden dzieñ naprzód lub do
ty³u. Aby w spójny sposób uchwyciæ fluktuacje zmiennoœci stóp zwrotu w cza-
sie, potrzebna jest bardziej fundamentalna teoria, któr¹ 30 lat temu stworzy³
Engle [1982] z ca³kiem innym zamiarem — usi³uj¹c zweryfikowaæ makroeko-
nomiczny postulat Miltona Friedmana, ¿e nieprzewidywalnoœæ przysz³ej in-
flacji jest g³ówn¹ przyczyn¹ cyklu koniunkturalnego. Okaza³o siê jednak, ¿e
narzêdzie, czy w³aœciwie teoria, autoregresyjnej warunkowej heteroskeda-
stycznoœci (ARCH), jak nazwa³ j¹ David Hendry, znakomicie nadawa³a siê nie
tylko do analizy uporczywoœci inflacji, lecz tak¿e — a mo¿e przede wszystkim
— do modelowania zmiennoœci stóp zwrotu instrumentów finansowych i od-
zwierciedlania ich najbardziej charakterystycznych w³aœciwoœci, tj. grubych
ogonów i tworzenia skupisk (volatility clustering). Novum podejœcia Engle’a
polega³o na rozró¿nieniu wariancji warunkowej od bezwarunkowej i pozwo-
leniu, aby ta pierwsza zmienia³a siê w czasie jako œrednia wa¿ona b³êdów
prognozy (w której wagi szacuje siê metod¹ najwiêkszej wiarygodnoœci), ta
druga zaœ by³a sta³a. Formalnie Engle [1982] postulowa³, aby proces stóp
zwrotu xt i ich wariancji opisaæ nastêpuj¹cymi równaniami:
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gdzie zt to bia³y szum, + > 0 oraz (j , 0, a wartoœæ q dobiera siê w taki sposób,
by uchwyciæ obserwowan¹ empirycznie persystencjê wariancji. Narzucaj¹c #

= 0, otrzymuje siê oczywiœcie h xt t j t j
j

q
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�� + (2 2

1

. Z (18) wynika, ¿e ht jest
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ju¿ znane w chwili t – 1, co natychmiast daje prognozê zmiennoœci na jeden
krok naprzód, a prognozê na kolejne okresy wyznacza siê przy za³o¿eniu

 �� � t T t Th� ��2 .

Bollerslev [1986] zaproponowa³ bardzo popularne uogólnienie (18), nazy-
wane GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity), po-
legaj¹ce na uwzglêdnieniu w równaniu wariancji warunkowej jej opóŸnio-
nych wartoœci18:
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Oczywiœcie jeœli p = 0, (19) redukuje siê do ARCH(q), z kolei gdy + = 0, p = q
= 1, a ( = 1 – % i ) = %, otrzymuje siê EWMA zadan¹ równaniem (14). W przy-
padku szczególnie czêsto spotykanej parametryzacji GARCH(1, 1) prognozy
mo¿na wygenerowaæ przez rekurencyjne podstawienia (wykorzystuj¹c fakt,
¿e 
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Intuicyjna interpretacja metody prognozy jest nastêpuj¹ca: zmiennoœæ
w okresie t + 1 jest œredni¹ wa¿on¹ zmiennoœci d³ugookresowej, zmiennoœci
prognozowanej w poprzednim okresie i nowych informacji, które siê pojawi³y
od ostatniej prognozy. Znaj¹c parametry (l, )1, +, mo¿na na podstawie powy¿-
szych równañ bez trudu oszacowaæ strukturê terminow¹ zmiennoœci. Jak wi-
daæ, zmiennoœci w kolejnych okresach zbiegaj¹ wyk³adniczo do d³ugotermi-
nowej œredniej (wariancji bezwarunkowej), co jednak nie zawsze obserwuje
siê w danych rynkowych.

Od ukazania siê prze³omowych prac Engle’a [1982] i Bollersleva [1986] kla-
sa metod prognozowania opartych na warunkowej wariancji znacznie siê roz-
ros³a. Na przyk³ad Lunde i Hansen [2005] analizuj¹ w³asnoœci prognostyczne
330 ró¿nych modeli typu GARCH, przy czym — jak sami zaznaczaj¹ — nie jest
to lista wyczerpuj¹ca. Do najwa¿niejszych nale¿¹: EGARCH [Nelson, 1991],
w którym równanie wariancji jest zapisane w postaci logarytmicznej,
IGARCH [Engle i Bollerslev, 1986], w którym ( )ii jj� �� � 1 i wariancja
bezwarunkowa nie jest okreœlona, TGARCH oraz GJR-GARCH [Glosten,
Jagannathan i Runkle, 1993], które pozwalaj¹ na asymetriê w traktowaniu
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18 W przypadku GARCH warunki na³o¿one (j, )i s¹ nieco bardziej restrykcyjne, por. Nielson
i Cao [1992].



ujemnych i dodatnich stóp zwrotu, AGARCH [Taylor, 1986; Schwert, 1989],
w którym bezpoœrednio uwzglêdnione jest warunkowe odchylenie standardo-
we zamiast wariancji, czy wreszcie CGARCH [Ding, Granger i Engle, 1993],
który pozwala na uwzglêdnienie tzw. d³ugiej pamiêci w stopach zwrotu.
W po³owie lat 90. pojawi³o siê kilka prac powa¿nie kwestionuj¹cych przydat-
noœæ i w³asnoœci prognostyczne modeli GARCH, które — zdaniem autorów —
dobrze sprawdza³y siê jedynie w próbie, a znacznie gorzej wypada³y w testach
out-of-sample [Jorion, 1995; Figlewski, 1997]. Andersen i Bollerslev [1998]
pokazali jednak, ¿e przyczyn¹ rzekomych s³abych wyników by³o stosowanie
do oceny w³asnoœci predykcyjnych modeli b³êdnego estymatora zmiennoœci
ex post (kwadratów stóp zwrotu zamiast skumulowanych kwadratów œród-
dziennych stóp zwrotu). Id¹c tym tropem, Blair, Poon i Taylor [2001] oraz Eng-
le [2002] jako jedni z pierwszych zmodyfikowali tradycyjn¹ postaæ GARCH,
uwzglêdniaj¹c zmiennoœæ zrealizowan¹ w równaniu wariancji warunkowej
(jest to tzw. GARCH-X), a ostatnio Hansen, Huang i Shek [2011] zapropo-
nowali spójny model ³¹cznej ewolucji stóp zwrotu i zmiennoœci zrealizowa-
nej. Niew¹tpliwe bogactwo teoretyczne nie zawsze jednak znajduje uznanie
praktyków. Na przyk³ad Sinclair [2008], pisz¹c z perspektywy tradera, kontes-
tuje przydatnoœæ metod GARCH w handlu opcjami i wytyka im dwa zasadni-
cze mankamenty: po pierwsze, wspomniane ju¿ powy¿ej trudnoœci w skali-
browaniu struktury terminowej zmiennoœci do danych rynkowych; po drugie,
punktowy charakter prognoz. Z perspektywy pozycji opcyjnej, jak przekonu-
je, istotna jest nie tyle prognoza zmiennoœci, co prognoza jej rozk³adu19.

3.2. Prognozy implikowane z cen opcji

Wszystkie wymienione dotychczas metody prognozowania zmiennoœci po-
lega³y w jakimœ zakresie na ekstrapolacji trendów, które dawa³o siê zidentyfi-
kowaæ w historycznej ewolucji stóp zwrotu. Alternatywne podejœcie opiera
siê na wyekstrahowaniu zmiennoœci instrumentu bazowego z rynkowych cen
opcji, co powinno prowadziæ do uzyskania prognoz opartych na bogatszym
zbiorze informacji. Dla przypomnienia: cena europejskiej opcji call w podej-
œciu BSM (równowa¿nie put — nie ma to znaczenia ze wzglêdu na parytet
³¹cz¹cy obie transakcje) jest funkcj¹ bie¿¹cej ceny instrumentu bazowego,
ceny wykonania (strike), zmiennoœci instrumentu bazowego oraz stopy wolnej
od ryzyka i terminu zapadalnoœci transakcji (oznaczenia jak wy¿ej):
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19 Ciekaw¹ i praktyczn¹ metodê, która wychodzi czêœciowo naprzeciw tym oczekiwaniom —
tzw. sto¿ki zmiennoœci — zaproponowali Burghardt i Lane [1991].



Spoœród piêciu parametrów, pierwszy (S) jest znany, a drugi i pi¹ty (K, T)
s¹ parametrami transakcji. Wprawdzie wybór stopy wolnej od ryzyka mo¿e
nie byæ ca³kiem trywialny, ale okazuje siê, ¿e cena opcji nie jest silnie wra¿li-
wa na zmiany r. Jedyn¹ wiêc niewiadom¹ w równaniu (21) jest �. Jednoczeœ-

nie mo¿na pokazaæ, ¿e
�
��
C

- 0, co oznacza, ¿e znaj¹c cenê opcji w modelu BSM,

mo¿na obliczyæ implikowan¹ przez tê cenê zmiennoœæ instrumentu bazowego
(tj. odchylenie standardowe stóp zwrotu). Zmiennoœæ implikowana jest defi-
niowana jako wartoœæ parametru �, któr¹ nale¿y podstawiæ do równania (21),
aby otrzymaæ obserwowan¹ na rynku, kwotowan¹ lub transakcyjn¹, cenê
opcji (poniewa¿ �(C) nie daje siê zapisaæ analitycznie, do obliczeñ wykorzy-
stywane s¹ metody numeryczne, np. algorytm Newtona-Raphsona). £atwoœæ
przechodzenia pomiêdzy cen¹ opcji a jej zmiennoœci¹ implikowan¹ z jednej
strony, a standaryzacja rynku — z drugiej, sprawi³y, ¿e uczestnicy rynku na
ogó³ kwotuj¹ ceny opcji za poœrednictwem ich zmiennoœci implikowanych,
podaj¹c dodatkowo jedynie wartoœci wspó³czynnika moneyness (np. 25 delta
call) i termin zapadalnoœci. Nie musi to wcale oznaczaæ, ¿e opcje s¹ rzeczywi-
œcie wyceniane metod¹ BSM — zmiennoœæ implikowana jest po prostu meto-
d¹ kwotowania transakcji, podobnie jak rentownoœæ (yield to maturity) jest
domyœln¹ metod¹ kwotowania cen obligacji [Derman, Kamal, Kani, McClure,
Pirasteh i Zou, 1998].

Ze wzglêdu na swój rynkowy charakter zmiennoœæ implikowana bywa in-
terpretowana jako oczekiwana przez uczestników rynku zmiennoœæ instru-
mentu bazowego w horyzoncie do zapadalnoœci transakcji. Œciœle bior¹c, taka
interpretacja nie jest jednak w pe³ni poprawna. Po pierwsze, rynek kwotuje
ró¿ne zmiennoœci implikowane dla opcji o ró¿nych cenach i terminach wyko-
nania (jest to tzw. uœmiech zmiennoœci). Tymczasem w modelu BSM zmien-
noœæ jest inherentn¹ cech¹ instrumentu bazowego, a nie kontraktu opcyjne-
go. Gdyby wiêc przyj¹æ, ¿e zmiennoœæ implikowana jest rzeczywiœcie przybli-
¿eniem zmiennoœci oczekiwanej przez uczestników rynku, wówczas nie ma
a priori dobrego logicznego uzasadnienia dla wyboru konkretnej opcji (np. ze
wzglêdu na wspó³czynnik moneyness), z której nale¿y implikowaæ zmiennoœæ,
a dla ró¿nych cen wykonania, wyniki bêd¹ ró¿ne. Po drugie, jak zauwa¿y³ Wil-
mott [2006], nie jest wcale oczywiste, ¿e uczestnicy rynku s¹ na tyle wyrafino-
wani statystycznie, by w ten sposób kwantyfikowaæ swoje oczekiwania. Nie
oznacza to rzecz jasna, ¿e kwotowania zmiennoœci implikowanej nie zawiera-
j¹ przydatnych informacji. Przeciwnie — jeœli uczestnicy rynku maj¹ sprecy-
zowany pogl¹d na to, jaka bêdzie zmiennoœæ instrumentu bazowego, to ich
przekonania znajd¹ odzwierciedlenie w kwotowanych poziomach zmiennoœ-
ci implikowanej. Z drugiej jednak strony, jak wszystkie ceny zmiennoœæ im-
plikowana jest podatna na mody, tendencje rynkowe i grê popytu i poda¿y.
St¹d, aby wykorzystywaæ zmiennoœæ implikowan¹ jako estymator zmiennoœci
stóp zwrotu, nale¿y zastosowaæ kilka korekt.
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Przede wszystkim, ze wzglêdu na uœmiech zmiennoœci, nale¿y zdecydowaæ,
która z opcji (tj. o jakim wspó³czynniku moneyness przy danym terminie zapa-
dalnoœci) powinna byæ wykorzystana do implikowania zmiennoœci. Najbar-
dziej naturalny wydaje siê wybór opcji „po cenie” (ATM, at-the-money), czyli
takiej, dla której cena wykonania jest równa cenie bie¿¹cej. Opcje ATM s¹
z regu³y najbardziej p³ynne i w zwi¹zku z tym nale¿y oczekiwaæ, ¿e bêd¹ w naj-
mniejszym zakresie podatne na zaburzenia zwi¹zane z mikrostruktur¹ rynku
(Figlewski [1997] przekonuje, ¿e oszacowania zmiennoœci implikowanej mo-
g¹ siê ró¿niæ nawet o kilka punktów procentowych ze wzglêdu na spread
bid-ask). Stosuje siê jednak tak¿e podejœcia oparte na œrednich wa¿onych
zmiennoœci implikowanych, w których wagi dobierane s¹ na podstawie wolu-
menu transakcji, wartoœci wspó³czynnika �C/�� czy odchyleñ ceny rynkowej
od ceny teoretycznej.

Nied³ugo po ukazaniu siê prze³omowych prac Blacka i Scholesa [1973]
oraz Mertona [1973], pojawi³ siê pogl¹d, ¿e zmiennoœæ implikowana — ze
wzglêdu na swój antycypacyjny, zorientowany na przysz³oœæ charakter —
mog³aby byæ wykorzystywana nie tylko jako prognoza oparta na oczekiwa-
niach uczestników rynku, lecz tak¿e jako potencjalny instrument bazowy, na
który mog³yby opiewaæ kontrakty terminowe i opcje (dodatkowym bodŸcem
do rozwoju produktów na zmiennoœæ by³ jej znacz¹cy wzrost obserwowany po
za³amaniu rynku w paŸdzierniku 1987 r.; por. szczególnie [Brenner i Galai,
1989]), co jednak wymaga³o stworzenia referencyjnego indeksu zmiennoœci
implikowanej. Pierwsze próby na tym polu podj¹³ jeszcze Gastineau [1977],
który proponowa³ konstrukcjê opart¹ na zmiennoœciach implikowanych z op-
cji ATM na akcje 14 ró¿nych spó³ek. Jego podejœcie poprawili Cox i Rubin-
stein [1985, Aneks 8A], uwzglêdniaj¹c po kilka ró¿nych opcji dla ka¿dej akcji
i wa¿¹c je w taki sposób, aby indeks by³ ATM i zachowywa³ sta³y tenor. Oba
podejœcia mia³y jednak dwie zasadnicze wady. Po pierwsze, koncentrowa³y
siê w gruncie rzeczy na ryzyku idiosynkratycznym, które mo¿na wyelimino-
waæ poprzez odpowiedni¹ dywersyfikacjê portfela. Po drugie, opiera³y siê
tylko na jednym rodzaju opcji (call), co z koniecznoœci ogranicza³o zawartoœæ
informacyjn¹.

Wprowadzony w 1993 r. przez gie³dê chicagowsk¹ CBOE indeks zmiennoœ-
ci rynkowej VIX by³ wolny od obu mankamentów. Poniewa¿ opiera³ siê na
opcjach na indeks gie³dowy S&P 100, odzwierciedla³ ogólne ryzyko rynkowe,
wp³ywaj¹ce jednoczeœnie na zmiennoœæ wyceny wszystkich spó³ek z indeksu.
Dodatkowo w konstrukcji wykorzystywano zmiennoœci implikowane z 8 naj-
bardziej p³ynnych kontraktów opcyjnych (ATM), 4 typu call i 4 typu put, co
ogranicza³o obci¹¿enie i ewentualny wp³yw na wycenê ró¿nic w popycie/po-
da¿y poszczególnych typów opcji (Whaley [1993] przedstawia szczegó³owo
pierwotn¹ metodê obliczania indeksu). Z czasem jednak zmieni³y siê uwa-
runkowania rynkowe, w szczególnoœci znacznie wzrós³ popyt ze strony inwe-
storów zabezpieczaj¹cych swoje portfele na opcje put z niskimi cenami wyko-
nania (out-of-the-money, OTM), a tym samym wzros³y obroty w tym segmencie
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rynku, poprawi³a siê p³ynnoœæ i zawêzi³y siê spready bid-ask [Bollen i Wha-
ley, 2004]. W konsekwencji w 2003 r. zmieniono konstrukcjê indeksu VIX, sto-
suj¹c do jego wyliczenia znacznie szerszy zakres opcji kwotowanych na ryn-
ku20, co umo¿liwi³o wykorzystanie informacji zawartych w ca³ej rynkowej po-
wierzchni zmiennoœci (a nie, jak poprzednio, jedynie w 8 opcjach ATM). Co
wiêcej, w konstrukcji indeksu zrezygnowano ze zmiennoœci implikowanych
i podejœcia BSM na rzecz — wolnej od za³o¿eñ metodologicznych — statycznej
replikacji variance swapa, czyli kontraktu terminowego na zrealizowan¹ wa-
riancjê. Kontrakt taki gwarantuje w chwili wygaœniêcia transakcji wyp³atê
postaci 
 �� R K N2 � var , gdzie � R

2 oznacza wariancjê zrealizowan¹ w horyzoncie
transakcji, Kvar zakontraktowan¹ wariancjê, N oznacza zaœ nomina³ transak-
cji. Wyp³ata swapa przypomina opisany we Wstêpie zysk z zabezpieczonej
pozycji opcyjnej, choæ tam kwadraty dziennych stóp zwrotu by³y wa¿one
zmieniaj¹c¹ siê w czasie gamm¹ opcji (tj. wra¿liwoœci¹ delty na zmianê in-
strumentu bazowego):
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Zatem konstruuj¹c portfel opcji, w którym ³¹czna gamma jest sta³a nie-
zale¿nie od poziomu S — mo¿na to osi¹gn¹æ wybieraj¹c wagi odwrotnie pro-
porcjonalne do kwadratu ceny wykonania ka¿dej opcji — uzyskuje siê repli-
kacjê variance swap [Derman i Kani, 1999)21. W nowej metodzie VIX oblicza
siê w³aœnie jako sumê opcji o sta³ej ³¹cznej gammie, co jest równowa¿ne wy-
znaczeniu oczekiwanej przez rynek wariancji indeksu S&P 500 [CBOE, 2003].
Nowa konstrukcja nie tylko lepiej odzwierciedla oczekiwania inwestorów
zawarte w cenach opcji, ale — ze wzglêdu na mo¿liwoœæ replikacji — pozwala
na rozwój instrumentów pochodnych bezpoœrednio opartych na VIX (szerzej
patrz np. [Carr i Lee, 2009; Rhoads, 2011]).

Corrado i Miller [2005] wykazuj¹, ¿e indeksy zmiennoœci implikowanej ze-
stawiane przez CBOE, w tym VIX, maj¹ znacznie lepsze w³asnoœci progno-
styczne ni¿ metody oparte na historycznym kszta³towaniu siê zmiennoœci. Lu
i Zhu [2010] wykorzystuj¹ kontrakty terminowe na VIX do konstrukcji struktu-
ry terminowej zmiennoœci, Äijö [2008] wykorzystuje zaœ indeksy zmiennoœci
implikowanej z rynków europejskich, aby pokazaæ siln¹ korelacjê wyestymo-
wanych struktur terminowych w Europie.
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20 Zmieniono tak¿e indeks bazowy na S&P 500 i przyjêto metodê annualizacji w oparciu
o dni robocze, zamiast jak wczeœniej kalendarzowe.

21 W przypadku jednej opcji, zmiana S poci¹ga natychmiast zmianê �. Aby otrzymaæ instru-
ment, który reaguje na wariancjê niezale¿nie od zmian ceny instrumentu bazowego, nale¿y zbu-
dowaæ portfel sk³adaj¹cy siê z opcji o wszystkich mo¿liwych cenach wykonania. Poniewa¿ im
wy¿sza cena wykonania, tym bardziej wk³ad danej opcji do zagregowanej gammy zale¿y od S,
ka¿d¹ opcjê nale¿y uwzglêdniæ z wag¹ odwrotnie proporcjonaln¹ do kwadratu ceny wykonania.
Portfel taki bêdzie mia³ ekspozycjê na wariancjê niezale¿n¹ od S.



Ederington i Guan [2002] omawiaj¹ ró¿ne metody uœredniania zmien-
noœci implikowanych i konkluduj¹, ¿e sam wybór wag ma drugorzêdne zna-
czenie. Istotniejsze jest natomiast obci¹¿enie, które powoduje, ¿e zmien-
noœæ implikowana systematycznie przeszacowuje oczekiwan¹ zmiennoœæ na
amerykañskim rynku akcji (por. tak¿e Fleming [1998] oraz Jorion [1995], któ-
ry identyfikuje obci¹¿enie tak¿e w opcjach walutowych). Obci¹¿enie okazu-
je siê jednak sta³e w czasie, a przez to relatywnie ³atwe do skorygowania. Nie-
którzy badacze oprócz korekty obci¹¿enia stosuj¹ dodatkowo uœrednianie
zmiennoœci implikowanej w czasie (np. Beckers [1981] przekonuje, ¿e zastoso-
wanie 5-dniowej œredniej poprawia zdolnoœci predykcyjne zmiennoœci impli-
kowanej).

3.3. Podsumowanie
Wzglêdna ocena przedstawionych wy¿ej metod prognostycznych nie

jest wcale ³atwa. Po pierwsze, w ró¿nych badaniach porównawczych stosu-
je siê ró¿ne metody oceny jakoœci prognozy. Po drugie, badania s¹ oparte
na ró¿nych zbiorach danych, obejmuj¹cych ró¿ne rynki i instrumenty bazo-
we. Niemniej mo¿na siê pokusiæ o pewn¹ syntezê. W swojej obszernej doku-
mentacji metod prognozowania zmiennoœci Poon [2005] zestawi³a wyniki bli-
sko 100 badañ podejmuj¹cych próbê wzglêdnej oceny przynajmniej dwóch
z omówionych wy¿ej metod, tj. metod historycznych, modeli klasy GARCH
i zmiennoœci implikowanej. Z jej analizy wynika, ¿e zmiennoœæ implikowa-
na ma znacznie lepsze w³asnoœci predykcyjne ni¿ modele GARCH (17 prac
zidentyfikowa³o przewagê zmiennoœci implikowanej i tylko jedna przewagê
modeli GARCH) oraz metody historyczne (26 prac zidentyfikowa³o tak¹ w³aœ-
nie zale¿noœæ i tylko w 8 zidentyfikowano zale¿noœæ odwrotn¹). Z kolei metody
historyczne, mimo swojej prostoty, sprawdzaj¹ siê lepiej ni¿ modele GARCH,
chocia¿ w tym wypadku ró¿nica nie jest du¿a (22 prace potwierdzaj¹ wzglêd-
n¹ przewagê w prognozowaniu metod historycznych, a tylko 17 prac modeli
GARCH).

4. Powierzchnia zmiennoœci i wycena opcji
Po przedyskutowaniu metod pomiaru i prognozowania zmiennoœci mo¿na

wreszcie przejœæ do sedna, tj. do wykorzystania prognoz przysz³ej zmiennoœci
do wyceny opcji. Zagadnienie nie jest wcale trywialne, bo wymaga odpowied-
niego dostosowania teorii wyceny, która wszak zak³ada³a dotychczas, ¿e
zmiennoœæ jest sta³a w czasie. Sformu³owanie prognozy zmiennoœci i bezre-
fleksyjne podstawianie jej do wzoru (21) by³oby z logicznego punktu widzenia
b³êdne, bo poprawnie oszacowana zmienna zosta³aby wprowadzona do nie-
poprawnego modelu. W tym kontekœcie pojawia siê wiêc pytanie nie tyle
o prognozê, co o model zmiennoœci, który uwzglêdnia³by jej rynkowe kwoto-
wania (implikowane z cen opcji) i pozwala³ na spójn¹ wycenê. Pos³ugiwanie
siê metod¹ wyceny, która nie jest skalibrowana do danych rynkowych (nie
jest z nimi spójna lub nie jest w stanie ich odtworzyæ), nara¿a na potencjalnie
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znaczne ryzyko modelu22, szczególnie w przypadku opcji egzotycznych, któ-
rych wyp³aty s¹ z regu³y replikowane b¹dŸ zabezpieczane opcjami plain va-
nilla. Dobrym przyk³adem s¹ proste egzotyczne opcje binarne, których na-
bywca otrzymuje ustalon¹ sta³¹ kwotê Q, jeœli cena danego instrumentu bazo-
wego w momencie zapadalnoœci bêdzie powy¿ej ceny wykonania K i nie do-
staje nic w przeciwnym wypadku. Zgodnie z podejœciem BSM wartoœæ bie¿¹ca
takiej opcji jest równa wartoœci bie¿¹cej oczekiwanej wyp³aty wa¿onej praw-
dopodobieñstwem, ¿e w momencie zapadalnoœci cena instrumentu bazowego
znajdzie siê powy¿ej ceny wykonania, czyli Qe–rTN(d2) (por. np. Hun [2008]).
Jednak Jex, Henderson i Wang [1999] pokazuj¹, ¿e ceny rynkowe opcji binar-
nych odchylaj¹ siê od wartoœci teoretycznych z modelu BSM nawet o 10%.
Dzieje siê tak dlatego, ¿e uczestnicy rynku patrz¹ na opcjê binarn¹ B(K, T) nie
przez pryzmat modelu, lecz statycznej replikacji— jako z³o¿enie d³ugiej pozy-
cji w opcji call z cen¹ wykonania K i krótkiej pozycji w opcji call z cen¹ wyko-
nania K + �K (dla Q = 1 nale¿y wykorzystaæ jednostki ka¿dej opcji). Gdy �K .
0 wyp³ata z takiej struktury zbiega do wyp³aty opcji binarnej. Jednoczeœnie
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gdzie C(K, T) jest cen¹ opcji call wyznaczon¹ z modelu BSM. Aby obliczyæ (23)
spójnie z kwotowaniami rynkowymi, nale¿y uwzglêdniæ obserwowan¹ po-
wierzchniê zmiennoœci �(K, T). Wówczas pochodna cz¹stkow¹ funkcji z³o¿o-
nej C[K, T, �(K, T)] daje siê zapisaæ jako:
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Poniewa¿ 
 ��
�

C
K

e N drT� � �
2 , to widaæ natychmiast, jak bardzo wycena opcji

binarnej bêdzie odbiegaæ od teoretycznej wyceny BSM w zale¿noœci od kszta³-
tu uœmiechu zmiennoœci.

Jak widaæ na podstawie powy¿szego przyk³adu, aby poprawnie wyceniaæ
opcje, niezbêdne jest stworzenie modelu zmiennoœci, który by³by w stanie
odtworzyæ obserwowan¹ na rynku powierzchniê zmiennoœci, w szczególnoœci
zale¿noœæ zmiennoœci zarówno od czasu, jak i od ceny wykonania opcji. Poni-
¿ej przedstawiono dwa takie podejœcia — model zmiennoœci lokalnej (deter-
ministycznej powierzchni zmiennoœci) i model zmiennoœci stochastycznej23.
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22 Rebonato [2001] definiuje ryzyko modelu jako „ryzyko wyst¹pienia znacznej ró¿nicy po-
miêdzy wycen¹ z modelu a faktyczn¹ cen¹ rynkow¹, po której dany skomplikowany lub niep³yn-
ny instrument zosta³ sprzedany na rynku”.

23 W sekcji tej celowo pominiêto modele wyceny opcji opieraj¹ce siê na podejœciu GARCH.
Pionierem tego podejœcia by³ Duan [1995], który pokaza³, jak zmodyfikowaæ podejœcie Bla-
cka-Scholesa, gdy ewolucja stóp zwrotu z instrumentu bazowego jest opisana procesem GARCH.
W istocie modyfikacja polega na zast¹pieniu ad hoc sta³ej wariancji w modelu BSM jej d³u-



4.1. Model zmiennoœci lokalnej

W dotychczasowych rozwa¿aniach punktem wyjœcia by³o oszacowanie
zmiennoœci — byæ mo¿e jako funkcji czasu �(t) — i wykorzystanie jej do wyce-
ny opcji. Nastêpnie, znaj¹c cenê opcji, mo¿na by³o podaæ jej implikowan¹
zmiennoœæ z modelu BSM (oczywiœcie jeœli do wyceny wykorzystano (21)
zmiennoœæ implikowana by³aby równa tej podstawionej pierwotnie do wzo-
ru). Istota modelu zmiennoœci lokalnej polega na odwróceniu tej logiki postê-
powania. Poniewa¿ zmiennoœci implikowane s¹ kwotowane na rynku, a w³aœ-
ciwa zmiennoœæ instrumentu bazowego jako taka jest nieobserwowalna, mo¿-
na spróbowaæ oszacowaæ nieznan¹ funkcjê zmiennoœci za pomoc¹ dostêp-
nych cen rynkowych. Naj³atwiej to zrozumieæ w prostszym przypadku gdy
zmiennoœæ jest deterministyczn¹ funkcj¹ jednej zmiennej — czasu, �(t) (przy-
padek ten rozwa¿a³ ju¿ Merton [1973]). Wówczas proces okreœlaj¹cy ewolucjê
cen akcji przyjmuje nastêpuj¹c¹ postaæ: dS = rSdt + �(t)SdW, gdzie r to stopa
wolna od ryzyka, a dW dt� � i 
 �� ~ ,N 0 1 . Rozwi¹zaniem tego równania ró¿-
niczkowego jest
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¿e jeœli zmiennoœæ jest deterministyczn¹ funkcj¹ czasu, równania BSM pozo-

staj¹ w mocy, przy czym miejsce sta³ej wartoœci � zajmuje teraz 
 �� 2 t [dla

u³atwienia notacji pominiêto subskrypt t i pozosta³e argumenty C(·)]:
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gookresow¹ œredni¹ wyestymowan¹ przy u¿yciu modelu GARCH. Ze wzglêdu na ograniczone ra-
my niniejszego opracowania zdecydowano siê w dalszym ci¹gu skupiæ na modelach, które poka-
zuj¹, w jaki sposób ekonomicznie uwzglêdniæ heteroskedastyczn¹ zmiennoœæ w wycenie opcji,
tj. jak zabezpieczaæ pozycjê opcyjn¹ w sytuacji niesta³ej zmiennoœci.
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(27)

Na podstawie kwotowañ cen opcji mo¿na teraz ustaliæ, w jak¹ postaæ funk-
cji �(t) wierzy rynek, a — mówi¹c precyzyjniej — mo¿na ustaliæ wartoœci
zmiennoœci lokalnych �(t) dla wszystkich t. Taka kalibracja zak³ada, ¿e zmien-
noœæ implikowana jest pierwiastkiem ze œredniej lokalnych zmiennoœci (wa-
riancji). Jeœli �(T) oznacza obserwowan¹ na rynku zmiennoœæ implikowan¹
opcji o cenie wykonania K i zapadalnoœci T, to zagadnienie sprowadza siê do
rozwi¹zania równania:
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lub równowa¿nie:
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Ró¿niczkuj¹c obustronnie po T (przy za³o¿eniu, ¿e t jest ustalone), otrzy-
muje siê
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St¹d zaœ dla ka¿dego t t, 0 
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22t t t t t t� 2 � �� � � . W praktyce
oczywiœcie zmiennoœci implikowane �(t) s¹ dostêpne jedynie dla kilku stan-
dardowych okresów zapadalnoœci, wiêc konieczne staje siê przyjêcie kolej-
nego za³o¿enia, tym razem o strukturze terminowej zmiennoœci. Z regu³y za-
k³ada siê po prostu, ¿e funkcja zmiennoœci implikowanej jest przedzia³ami
sta³a lub stosuje siê interpolacjê liniow¹ [Wilmott, 2006].

W powy¿szym przyk³adzie zmiennoœæ by³a jedynie funkcj¹ czasu. Wiado-
mo jednak, ¿e zmiennoœci implikowane kwotowane na rynku zale¿¹ tak¿e od
poziomu ceny wykonania. Tym samym w ca³ej ogólnoœci problem sprowadza
siê do ustalenia, czy — i w jakich warunkach — mo¿na znaleŸæ proces instru-
mentu bazowego dS = S#(t)dt + �(S, t)dW, który by³by spójny z wszystkimi kwo-
towanymi na rynku cenami opcji dla wszystkich terminów zapadalnoœci i cen
wykonania. Twierdz¹cej odpowiedzi na to pytanie udzielili jako pierwsi rów-
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nolegle Derman i Kani [1994] oraz Rubinstein [1994], w ujêciu dyskretnym,
oraz Dupire [1993; 1994] w ujêciu ci¹g³ym, pokazuj¹c w dodatku, ¿e jeœli
rynek opcji jest kompletny (niemo¿liwy jest arbitra¿), to szukany proces jest
jedynym. Parametr dyfuzji �(S, t) nazywa siê funkcj¹ zmiennoœci lokalnej lub
deterministyczn¹ powierzchni¹ zmiennoœci. Dupire [1993] oraz Andersen
i Brotherton-Ratcliffe [1998] pokazali, ¿e równanie ró¿niczkowe okreœlaj¹ce
kszta³towanie siê funkcji instrumentu bazowego jest naturalnym uogólnie-
niem równania (1):
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Co wiêcej, funkcja zmiennoœci lokalnej daje siê wyznaczyæ analitycznie na
podstawie cen opcji C(K, T) w nastêpuj¹cy sposób:


 ��

�
�

$
�
�

�
�

2

2
2

2

2K T

C
T

K
C
K

K
C

K

, �
�

(32)

Oczywiœcie powierzchnia zmiennoœci rozpiêta na cenach C(K, T) nie jest ci¹g-
³a ani ró¿niczkowalna — zmiennoœci implikowane � s¹ znane tylko dla skoñ-
czonej (i w niektórych segmentach rynku bardzo niewielkiej) liczby punktów
(C, K). Aby równanie (32) mog³o byæ wykorzystane w praktyce konieczne jest
wiêc sparametryzowanie powierzchni zmiennoœci za pomoc¹ interpolacji24.
Zasadnicza trudnoœæ polega tu z jednej strony na zachowaniu kompletnoœci
rynku (tj. niedopuszczenia mo¿liwoœci arbitra¿u), a z drugiej — na utrzyma-
niu efektywnoœci obliczeniowej. Alternatywne metody parametryzacji zapro-
ponowali Schimko [1993], Dewynne, Whalley i Willmot [1998] oraz Gatheral
[2004], a ostatnio Fengier [2009] (por. tak¿e obszerne omówienie w [Gatheral,
2006]). Wyznaczywszy powierzchniê zmiennoœci, mo¿na ju¿ w sposób spójny
wyceniæ ka¿d¹ opcjê, korzystaj¹c z równañ (31) i (32) (choæ nie da siê na ogó³
podaæ wzoru na cenê opcji w sposób jawny).

Model zmiennoœci lokalnej nie jest modelem kszta³towania siê zmiennoœci
podobnym do tych rozwa¿anych w sekcji (3). Nie powinno zatem dziwiæ, ¿e
oszacowana funkcja zmiennoœci lokalnej jest doœæ niestabilna w czasie i nie
pozwala na prognozowanie cen opcji z satysfakcjonuj¹c¹ dok³adnoœci¹ [Du-
mas, Fleming i Whaley, 1998]. Jednak istot¹ zmiennoœci lokalnej nie jest pro-
gnozowanie zmiennoœci, a jedynie umo¿liwienie wyceny kontraktów opcyj-
nych (przede wszystkim egzotycznych) spójnie z cenami obserwowanymi na
rynku. Oczywiœcie ceny rynkowe nie musz¹ byæ „prawdziwe” czy „równowago-
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24 Alternatywnie, jak proponuj¹ Derman i Kani [1994] oraz Rubinstein [1994], mo¿na zasto-
sowaæ tak¿e podejœcie nieparametryczne, w którym funkcjê zmiennoœci lokalnej znajduje siê
numerycznie przez dopasowanie drzewa dwumianowego do obserwowanych cen opcji. Avella-
neda, Friedman, Holmes i Samperi [1997] dopasowuj¹ powierzchniê zmiennoœci poprzez mini-
malizacjê funkcji entropii (brakuj¹cych danych).



we” w fundamentalnym sensie, ale uwzglêdnienie ich w wycenie pozwala zni-
welowaæ ryzyko modelu zwi¹zane z bardziej wyrafinowanymi konstrukcjami.

4.2. Modele zmiennoœci stochastycznej
Modele zmiennoœci stochastycznej25 s¹ skonstruowane w taki sposób, aby

odtworzyæ zale¿noœæ zmiennoœci od ceny instrumentu bazowego oraz czasu.
Jednak — inaczej ni¿ w modelu zmiennoœci lokalnej — tu zmiennoœæ nie jest
ju¿ deterministyczna, lecz stochastyczna. Model w postaci ogólnej mo¿na za-
pisaæ nastêpuj¹co (notacja za [Gatheral, 2006]):
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gdzie: vt jest wariancj¹ S, 3 oznacza zmiennoœæ samej zmiennoœci, ((·) oraz )(·)
determinuj¹ ewolucjê zmiennoœci i — zale¿nie od specyfikacji modelu —
mog¹ mieæ dowoln¹ postaæ, a Z1 i Z2 s¹ skorelowanymi procesami Wienera:
corr(dZ1, dZ2) = 4dt. Gdy 3 . 0, równanie (33) sprowadza siê do omówionego
ju¿ wy¿ej przypadku zmiennoœci jako deterministycznej funkcji czasu. Kiedy
zmiennoœæ jest stochastyczna, równanie ró¿niczkowe BSM (1) nie daje siê ju¿
tak naturalnie rozszerzyæ jak dla deterministycznych powierzchni zmiennoœ-
ci. W podejœciu BSM wystêpuje jeden czynnik ryzyka — cena instrumentu ba-
zowego — którego wp³yw na opcjê mo¿na zneutralizowaæ przez otwarcie d³u-
giej b¹dŸ krótkiej pozycji w St. Tu natomiast nale¿y dodatkowo zneutralizo-
waæ wp³yw na cenê opcji stochastycznych zmian samej zmiennoœci, co mo¿na
osi¹gn¹æ np. przez zawarcie krótkiej pozycji w innym instrumencie finan-
sowym, którego wycena jest funkcj¹ zmiennoœci (np. opcji lub kontrakcie ter-
minowym na zmiennoœæ). Analogicznie jak w podejœciu BSM, chc¹c wyceniæ
opcjê C nale¿y zbudowaæ portfel lokalnie wolny od ryzyka, sk³adaj¹cy siê
z opcji C, –� jednostek instrumentu bazowego S oraz –�l jednostek instru-
mentu, którego wartoœæ Cl tak¿e zale¿y od zmiennoœci:

5 � �� � �C S C1 1 (34)

Korzystaj¹c z Lematu Ito oraz argumentu o braku mo¿liwoœci arbitra¿u,
otrzymuje siê nastêpuj¹ce równanie, które musi spe³niaæ C [Garman, 1976]:
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25 Dobre omówienie zmiennoœci stochastycznej mo¿na znaleŸæ w Wilmott [2006, t. 3, rozdz.
51] lub Gatheral [2006]. Dalsza dyskusja opiera siê w du¿ym stopniu na tym pierwszym Ÿródle.



Poniewa¿ � okreœla inkrementalny dochód za poniesion¹ jednostkê ryzyka
zmiennoœci dZ2, funkcjê �(·) nazywa siê przez analogiê z modelem CAPM pre-
mi¹ za ryzyko zmiennoœci (zmiennoœci). Pe³na specyfikacja modelu zmien-
noœci stochastycznej wymaga oczywiœcie okreœlenia funkcji (, ), �. W tym celu
mo¿na albo oszacowaæ ( i ) metodami ARCH oraz wyekstrahowaæ � z cen
opcji, albo bezpoœrednio dobraæ ( – �) przez kalibracjê (35) do cen opcji kwo-
towanych na rynku.

Jeden z pierwszych modeli zmiennoœci stochastycznej sformu³owali Hun
i White [1987], którzy pokazali, ¿e przy 4 = 0 wartoœæ godziwa opcji jest równa
ca³ce z cen w podejœciu BSM, obliczonej po rozk³adzie �2. Heston [1993] za-
proponowa³ model, w którym wystêpuje niezerowa korelacja instrumentu ba-
zowego i zmiennoœci i jednoczeœnie daje siê wyznaczyæ w jawnej postaci wzo-
ry na ceny opcji. W modelu Hestona przyjmuje siê ( = 6(� – �2) oraz ) = 3�,
gdzie � jest d³ugookresow¹ œredni¹ wariancji, a 6 oznacza szybkoœæ powrotu
do œredniej. Barndorff-Nielsen i Shephard [2001] oraz Nicolato i Venardos
[2003] proponuj¹ z kolei model zmiennoœci oparty na niegaussowskich proce-
sach Ornsteina-Uhlenbecka i tak¿e wyprowadzaj¹ wzory na cenê opcji w po-
staci jawnej. Niektórzy autorzy sugeruj¹ wzbogacenie modelu zmiennoœci
stochastycznej o nieci¹g³e skoki pojawiaj¹ce siê w równaniu wariancji [Ba-
tes, 1996; Duffie, Pan i Singleton, 2003]. Dobre omówienie wzglêdnych wad
i zalet powy¿szych metod z perspektywy wyceny opcji i replikacji obserwowa-
nego empirycznie uœmiechu zmiennoœci przedstawiaj¹ np. Andersen i An-
dreasen [2000], z kolei Poon [2005] oraz Bauwens, Hafner i Laurent [2012]
analizuj¹ modele zmiennoœci stochastycznej od strony ekonometrycznej
i oceniaj¹ ich zdolnoœci predykcyjne.

4.3. Podsumowanie
Chocia¿ oba omówione wy¿ej modele — zmiennoœci lokalnej i stochastycz-

nej — pozwalaj¹ na sformu³owanie prognoz przysz³ej zmiennoœci, ich g³ówn¹
rol¹ jest umo¿liwienie wyceny opcji spójnie z kwotowaniami dostêpnymi na
rynku — co t³umaczy umiejscowienie obu modeli w osobnym rozdziale. Kali-
bracja modeli do cen rynkowych nie musi wynikaæ z przekonania, ¿e rynek
dokona³ poprawnego oszacowania zmiennoœci — chocia¿, jak przekonuje
Poon [2005], w³aœnie zmiennoœæ implikowana ma najlepsze w³asnoœci progno-
styczne — lecz z ostro¿nego zarz¹dzania ryzykiem modeli [Rebonato, 2001;
Morini, 2011]. Najbli¿ej tej perspektywy jest model zmiennoœci lokalnej, któ-
ry nie postuluje ¿adnej parametrycznej struktury procesu zmiennoœci, lecz
wychodzi z za³o¿enia, ¿e jej ewolucja w czasie jest w pe³ni opisana przez ryn-
kow¹ powierzchniê zmiennoœci implikowanej. Modele zmiennoœci stocha-
stycznej opisuj¹ fundamentalnie kszta³towanie siê zmiennoœci jako wielkoœ-
ci stochastycznej (oraz jej korelacjê z procesem ceny instrumentu bazowego),
lecz s¹ na ogó³ trudniejsze w kalibracji [Wilmott, 2006]. Schonbucher [1999]
³¹czy zalety obu podejœæ, proponuj¹c stochastyczny model zmiennoœci impli-
kowanej.

ekonomia 31 49

Pomiar i modelowanie zmiennoœci — przegl¹d literatury



5. Wnioski
W œwietle omówionych wy¿ej wyników prowokacyjna teza Goldsteina

i Taleba, przywo³ana na pocz¹tku, wydaje siê jednak nieco na wyrost. Pojêcie
zmiennoœci ma doœæ naturaln¹ interpretacjê statystyczn¹, niemniej — ze
wzglêdu na nieobserwowalny charakter zmiennoœci jako takiej — pytanie
o jej najbardziej efektywny estymator czy metodê prognozowania nie jest try-
wialne. Nale¿y zw³aszcza oczekiwaæ, ¿e odpowiedŸ zawsze bêdzie w jakimœ
stopniu zale¿eæ od charakteru danych, ich czêstotliwoœci, stosunku sygna³u
do szumu itp. Z literatury wy³ania siê jednak konsens co do tego, ¿e efektywna
estymacja zmiennoœci opiera siê na wykorzystaniu danych œróddziennych
i koncepcji zmiennoœci zrealizowanej (czyli sumy kwadratów stóp zwrotu ob-
liczonych w bardzo krótkich, np. 5-minutowych, odstêpach czasu) lub zreali-
zowanego zakresu zmian. Wydaje siê tak¿e, ¿e zmiennoœæ daje siê przynaj-
mniej w jakimœ stopniu prognozowaæ, przy czym najlepsze prognozy pocho-
dz¹ z cen opcji kwotowanych na rynku. Jest to zreszt¹ zgodne z teori¹ progno-
zowania, poniewa¿ przewidywania rynkowe powinny byæ oparte na szerszym
zbiorze informacji ni¿ prognozy oparte na analizie szeregów czasowych
(z koniecznoœci backward looking). Literatura dotycz¹ca prognozowania
zmiennoœci nie mówi jednak na ogó³ wiele o tym, jak uzyskane oszacowania
zastosowaæ w praktyce do skonstruowania zabezpieczonej pozycji opcyjnej,
a w zwi¹zku z tym jak poprawnie wyceniaæ opcje. S³ynny wzór Blacka-Schole-
sa, w którym zmiennoœæ jest w³aœciwie jedynym nieznanym parametrem, zo-
sta³ wyprowadzony przy za³o¿eniu, ¿e zmiennoœæ jest sta³a. Sformu³owanie
prognozy zmiennoœci i podstawianie jej do wzoru by³oby wiêc z logicznego
punktu widzenia b³êdne, bo poprawnie oszacowany parametr zosta³by wpro-
wadzony do niepoprawnego modelu. Okazuje siê jednak, ¿e mo¿liwe jest za-
chowanie ducha teorii Blacka-Scholesa tak¿e przy za³o¿eniu niesta³ej zmien-
noœci, bêd¹cej funkcj¹ czasu, czasu i ceny instrumentu bazowego, a nawet
zmienn¹ czysto stochastyczn¹. Ka¿dy z tych modeli pozwala na uchwycenie
jakiegoœ elementu empirycznie obserwowanego charakteru zmiennoœci
(a w szczególnoœci jej wyceny rynkowej) i w ka¿dym mo¿liwe jest zbudowanie
zabezpieczonej pozycji opcyjnej i sformu³owanie równania ró¿niczkowego,
którego rozwi¹zaniem (przy danych warunkach brzegowych) jest cena opcji.
Wprawdzie na ogó³ nie jest ju¿ mo¿liwe zapisanie wzoru na cenê opcji w po-
staci jawnej, ale daje siê odtworzyæ strukturê cen rynkowych metodami nu-
merycznymi.

Bibliografia
Äijö J., 2008, Implied volatility term structure linkages between VDAX, VSMI and

VSTOXX volatility indices, „Global Finance Journal” 18(3), s. 290–302.
Ait-Sahalia Y. oraz Mykland P.A., 2009, Estimating Volatility in the Presence of Market

Microstructure Noise: A Review of the Theory and Practical Considerations, w: T. Mi-
kosch (red.), Handbook of Financial Time Series, s. 577–598, Springer Berlin Hei-
delberg.

50 ekonomia 31

Juliusz Jab³ecki, Ryszard Kokoszczyñski, Pawe³ Sakowski, Robert Œlepaczuk Piotr Wójcik



Ait-Sahalia Y., Mykland P.A. oraz Zhang L., 2005, Row Often to Sample a Continuo-
us-Time Process in the Presence of Market Microstructure Noise, „Review of Finan-
cial Studies” 18(2), s. 351–416.

Alizadeh S., Brandt M.W. oraz Diebold F.X., 2002, Range-Based Estimation of Stocha-
stic Volatility Models, „Journal of Finance” 57(3), s. 1047–1091.

Andersen L. oraz Andreasen J., 2000, Jump-Diffusion Processes: Volatility Smile Fitting
and Numerical Methods for Option Pricing, „Review of Derivatives Research” 4(3),
s. 231–262.

Andersen L. oraz Brotherton-Ratcliffe R., 1998, The equity option volatility smile: an
implicit finite-difference approach, „Risk”: 1(2), s. 5–37.

Andersen T.G. oraz Bollerslev T., 1998, Answering the Skeptics: Yes, Standard Volatili-
ty Models do Provide Accurate Forecasts, „International Economic Review” 39(4),
s. 885–905.

Andersen T.G., Bollerslev T., Diebold F.X. oraz Ebens H., 2001, The distribution of
realized stock return volatility, „Journal of Financial Economics” 61(1), s. 43–76.

Andersen T.G., Bollerslev T., Diebold F.X. oraz Labys P., 2003, Modeling and Foreca-
sting Realized Volatility, „Econometrica” 71(2), s. 579–625.

Avellaneda M., Friedman C., Holmes R. oraz Samperi D., 1997, Calibrating volatility
surfaces via relative-entropy minimization, „Applied Mathematical Finance” 4(1),
s. 37–64.

Barndorff-Nielsen O.E. oraz Shephard N., 2002, Econometric analysis of realized vola-
tility and its use in estimating stochastic volatility models, „Journal of the Royal Sta-
tistical Society Series B” 64(2), s. 253–280.

Barndorff-Nielsen O.E. oraz Shephard N., 200, Non-Gaussian Ornstein-Uhlenbeck-
-based models and same of their uses in financial economics, „Journal of the Royal
Statistical Society Series B” 63(2), s. 167–241.

Bates D.S., 1996, Jumps and Stochastic Volatility: Exchange Rate Processes Implicit in
Deutsche Mark Options, „Review of Financial Studies” 9(1), s. 69–107.

Bauwens L., Hafner C. oraz Laurent S., 2012, Handbook of Volatility Models and Their
Applications, Wiley.

Beckers S., 1981, Standard deviations implied in option prices as predictors of future
stock price variability, „Journal of Banking & Finance” 5(3), s. 363–381.

Black F., 1976a, The Pricing of Commodity Contracts, „Journal of Financial Econo-
mics” 3, s. 167–179.

Black F., 1976b, Studies of stock price volatility of changes, „Procedings of 1976 Ameri-
can Statistical Association, Business and Economical Statistics Section”, s. 177–
–181.

Black F., 1986, Noise, „Journal of Finance” 41(3), s. 529–43.
Black F. oraz Scholes M.S., 1973, The Pricing of Options and Corporate Liabilities,

„Journal of Political Economy” 81(3), s. 637–54.
Blair B.J., Poon S.-H. oraz Taylor S.J., 2001, Forecasting S&P 100 volatility: the incre-

mental information content of implied volatilities and high-frequency index returns,
„Journal of Econometrics” 105(1), s. 5–26.

Bollen N.P.B. oraz Whaley R.E., 2004, Does Net Buying Pressure Affect the Shape of
Implied Volatility Functions?, „Journal of Finance” 59(2), s. 711–753.

Bollerslev T., 1986, Generalized autoregressive conditional heteroskedasticity, „Journal
of Econometrics” 31(3), s. 307–327.

Brandt M.W. oraz Kinlay J., 2005, Estimating Historical Volatility, „Discussion paper,
Investment Analytics”.

Brenner M. oraz Galai D., 1989, New Financial Instruments for Hedging Changes in
Volatility, „Financial Analysts Journal” Vol. 45(4), s. 61–65.

ekonomia 31 51

Pomiar i modelowanie zmiennoœci — przegl¹d literatury



Burghardt G. oraz Lane M., 1991, How to tell if options are cheap, „The Journal of Port-
folio Management” 16(2), s. 72–78.

Carr P. oraz Lee R., 2009, Volatility Derivatives, „Annual Review of Financial Econo-
mies” 1(1), s. 319–339.

Carr P. oraz Madan D., 2002, Towards a Theory of Volatility Trading, w: R. Jarrow
(red.), Volatility, s. 417–427, Risk Publications.

CBOE, 2003, The CBOE Volatility Index — VIX, http://www.cboe.com/micro/vix/vixwhi-
te.pdf

Christie A., 1982, The stochastic behaviour of common stock variances: Value, leverage,
and interest rate effect, „Journal of Financial Economies” 10, s. 407–432.

Cont R., 2001, Empirical Properties of Asset Returns: Stylized Facts and Statistical
Issues, „Quantitative Finance” 1, s. 223–236.

Corrado C.J. oraz Miller T.W., 2005, The Forecast Quality of CBOE Implied Volatility
Indexes, „Journal of Futures Markets” 25(4), s. 339–373.

Cox J.C. oraz Rubinstein M., 1985, Options Markets, Prentice Hall.
Dacorogna M., Gençay R., Müller U.A., Pictet O. oraz Olsen R., 2001, An Introduction to

High-Frequency Finance, Academic Press.
Damodaran A., 2007, Strategic Risk Taking: A Framework For Risk Management, Pear-

san Prentice Hall.
Danielsson J., oraz Zigrand J.-P. 2006, On time-scaling of risk and the square-root-

-of-time rule, „Journal of Banking & Finance” 30(10), s. 2701–2713.
Derman E., Kamal M., Kani I., McClure J., Pirasteh C. oraz Zou J.Z., 1998, Investing in

volatility, w: „Futures and Options World”, Special Supplement on 25th Anniver-
sary of the Publication of the Black-Scholes Model.

Derman E. oraz Kani I., 1994, Riding on a smile, „Risk” 7, s. 32–39.
Derman E. oraz Kani I., 1999,More than you ever wanted to know about volatility swaps,

„Discussion paper, Quantitative Strategies Research Notes”, Goldman Sachs.
Dewynne J., Whalley A. oraz Willmot P., 1998, A simple volatility surface parametriza-

tion, „Mfg working paper”, Oxford University.
Ding Z., Granger C.W.J. oraz Engle R.F., 1993, A long memory property of stock market

returns and a new model, „Journal of Empirical Finance” 1 (1), s. 83–106.
Doman M. oraz Doman R., 2009, Modelowanie zmiennoœci i ryzyka. Metody ekonometrii

finansowej, Wolters Kluwer.
Duan J.-C., 1995, The GARCH option pricing model, „Mathematical Finance” 5(1),

s. 13–32.
Duffie D., Pan J. oraz Singleton K., 2003, Transform analysis and asset pricing for affine

jump-diffusions, „Econometrica” 68(6), s. 1343–1376.
Dumas B., Fleming J. oraz Whaley R.E., 1998, Implied Volatility Functions: Empirical

Tests, „Journal of Finance” 53(6), s. 2059–2106.
Dupire B., 1993, Pricing and hedging with smiles, „Discussion paper, Paribas Capital

Markets — Swaps and Options Research Team”, London UK.
Dupire B., 1994, Pricing with a smile, „Risk” 7, s. 18–20.
Ederington L.H. oraz Guan W., 2002, Measuring implied volatility: Is an average better?

Which average?, „Journal of Futures Markets” 22(9), s. 811–837.
Engle R.F., 2002, New frontiers for arch models, „Journal of Applied Econometrics”

17(5), s. 425–446.
Engle R.F., 1982, Autoregressive Conditional Heteroscedasticity with Estimates of the

Variance of United Kingdom Inflation, „Econometrica” 50(4), s. 987–1007.
Engle R.F. oraz Bollerslev T., 1986, Modelling the persistence of conditional variances,

„Econometric Reviews” 5(1), s. 1–50.

52 ekonomia 31

Juliusz Jab³ecki, Ryszard Kokoszczyñski, Pawe³ Sakowski, Robert Œlepaczuk Piotr Wójcik



Fama E., 1970, Efficient Capital Markets: A Review of Theory and Empirical Work,
„Journal of Finance” 25(2), s. 383–417.

Fengler M., 2009, Arbitrage-free smoothing of the implied volatility surface, „Quantitati-
ve Finance” 9(4), s. 417–428.

Figlewski S., 1997, Forecasting Volatility, „Financial Markets, Institutions and Instru-
ments” 6, s. 1–88.

Fleming J., (1998, The quality of market voltility forecasts implied by S&P 100 index
option prices, „Journal of Empirical Finance” 5(4), s. 317–345.

French K.R., 1980, Stock returns and the weekend effect, „Journal of Financial Econo-
mics” 8(1), s. 55–69.

French K.R. oraz Roll R., 1986, Stock return variances: The arrival of information and
the reaction of traders, „Journal of Financial Economics” 17(1), s. 5–26.

Fung W. oraz Hsieh D., 1991, Empirical analysis of implied volatility: Stocks, bonds and
currencies, „Working paper”, Department of Finance, Fuqua School of Business.

Garman M.B., 1976, A General Theory of Asset Valuation under Diffusion State Proces-
ses, „Research Program in Finance Working Papers” 50, University of California
at Berkeley.

Garman M.B. oraz Klass M.J., 1980, On the Estimation of Security Price Volatilities from
Historical Data, „The Journal of Business” 53(1), s. 67.

Gastineau G.L., 1977, An Index of Listed Option Premiums, „Financial Analysts Jour-
nal” 33(3), s. 70–75.

Gatheral J., 2004, A parsimonious arbitrage-free implied volatility parameterization
with application to the valuation of volatility derivatives, „Discussion paper”, Glo-
bal Derivatives and Risk Management Conference, Madrid.

Gatheral J., 2006, The Volatility Surface — A Practitioner’s Guide, John Wiley & Sons
Ltd.

Gençay R., Ballocchi G., Dacorogna M., Olsen R. oraz Pictet O., 2002, Real-Time Tra-
ding Models and the Statistical Properties of Foreign Exchange Rates, „International
Economic Review” 43(2), s. 463–492.

Glosten L.R., Jagannathan R. oraz Runkle D.E., 1993, On the Relation between the
Expected Value and the Volatility of the Nominal Excess Return on Stocks, „Journal
of Finance” 48(5), s. 1779–1801.

Goldstein D.G. oraz Taleb N.N., 2007, We Don’t Quite Know What We are Talking About
When We Talk About Volatility, „Journal of Portfolio Management” 33(4), s. 84–86.

Hansen P.R., Huang Z. oraz Shek H.H., 2011, Realized GARCH: A Joint Model for
Returns and Realized Measures of Volatility, „Journal of Applied Econometrics”
27(6), s. 877–906.

Hansen P.R. oraz Lunde A., 2006, Realized Variance and Market Microstructure Noise,
„Journal of Business and Economic Statistics” 24(2), s. 127–161.

Hautsch N., 2011, Econometrics of Financial High-Frequency Data, Springer.
Heston S.L., 1993, A closed-form solution for options with stochastic volatility with appli-

cations to band and currency options, „Review of Financial Studies” 6(2), s. 327
–343.

Hudson R., 2010, Comparing Security Returns is Harder than You Think: Problems with
Logarithmic Returns, „Discussion paper”, Newcastle University.

Hull J.C. oraz White A., 1987, The Pricing of Options on Assets with Stochastic Volatili-
ties, The „Journal of Finance” 42(2), s. 281–300.

Hull J.C., 2008, Options, Futures & Other Derivatives, Prentice Hall, 7 edn.
Hull J.C., 2009, Options, Futures, and Other Derivatives, Pearson.
Jex M., Henderson R. oraz Wang D., 1999, Pricing exotics under the smile, „Risk Maga-

zine”, s. 72–75.

ekonomia 31 53

Pomiar i modelowanie zmiennoœci — przegl¹d literatury



Jorion P., 1995, Predicting Volatility in the Foreign Exchange Market, „Journal of Fi-
nance” 50(2), s. 507–28.

Jorion P., 2006, Value at Risk: The New Benchmark for Managing Financial Risk,
McGraw-Hill.

Lehmann E.L. oraz Casella G., 1998, Theory of point estimation, Springer Verlag.
Lequeux P. (ed.), 1999, Financial Markets Tick By Tick, Wiley.
Lewis A., 2000, Option Valuation under Stochastic Volatility, Finance Pr.
Lintner J., 1965, The Valuation of Risk Assets and the Selection of Risky Investments in

Stock Portfolios and Capital Budgets, „The Review of Economics and Statistics” 47,
s. 13–37.

Longerstaey J., 1996, Risk Metrics — Technical Document, „Discussion paper”,
J.P. Morgan Risk Management Advisory.

Lu Z. oraz Zhu Y., 2010, The Volatility Components: The Term Structure Dynamics of
VIX Futures, „The Journal of Futures Markets” 30(3), s. 230–256.

Lunde A. oraz Hansen P.R., 2005, A forecast comparison of volatility models: does any-
thing beat a GARCH(1,1)?, „Journal of Applied Econometrics” 20(7), s. 873–889.

Markowitz H., 1952, Portfolio Selection, „The Journal of Finance” 7(1), s. 77–91.
Markowitz H., 1959, Portfolio Selection: Efficient Diversification of Investments, „Dis-

cussion paper, Cowles Foundation Monograph” No. 16.
Martens M. oraz van Dijk D., 2007, Measuring volatility with the realized range, „Jour-

nal of Econometrics” 138(1), s. 181–207.
Merton R.C., 1973, Theory of Rational Option Pricing, „Bell Journal of Economics” 4(1),

s. 141–183.
Morini M., 2011, Understanding and Managing Model Risk: A Practical Guide for

Quants, Traders and Validators, Wiley Finance.
Nandi S., 1998, How Important is the Correlation Between Returns and Volatility in

a Stochastic Volatility Model? Empirical Evidence from Pricing and Hedging in the
S&P 500 Index Option Market, „Journal of Banking and Finance” 22, s. 589–610.

Natenberg S., 1994, Option Volatility & Pricing: Advanced Trading Strategies and Tech-
niques, McGraw-Hill.

Neftci S.N., 2008, Principles of Financial Engineering, Elsevier.
Nelson D.B., 1991, Conditional Heteroskedasticity in Asset Returns: A New Approach,

„Econometrica” 59(2), s. 347–370.
Nelson D.B. oraz Cao C.Q., 1992, Inequality Constraints in the Univariate GARCH

Model, „Journal of Business & Economic Statistics” 10(2), s. 229–35.
Nicolato E. oraz Venardos E., 2003, Option Pricing in Stochastic Volatility Models of the

Ornstein-Uhlenbeck type, „Mathematical Finance” 13(4), s. 445–466.
Parkinson M., 1980a, The Extreme Value Method for Estimating the Variance of the Rate

of Return, „The Journal of Business” 53(1), s. 61–65.
Parkinson M., 1980b, The extreme value method for estimating the variance of the rate of

return, „Journal of Business” 53(1), s. 61–65.
Poon S.-H., 2005, A Practical Guide to Forecasting Financial Market Volatility, John

Wiley & Sons Ltd.
Rebonato R., 2001, Managing Model Risk, Prentice Hall Financial Times Press.
Rebonato R., 2007, Plight of the Fortune Tellers, Princeton University Press.
Rhoads R., 2011, Trading VIX Derivatives: Trading and Hedging Strategies Using VIX

Futures, Options, and Exchange Traded Notes, Wiley Trading.
Rogers L.C.G. oraz Satchell S.E., 1991a, Estimating variance from high, law and closing

prices, „Annals of Applied Probability” 1, s. 504–512.
Rogers L.C.G. oraz Satchell S.E., 1991b, Estimating Variance From High, Low and Clo-

sing Prices, „The Annals of Applied Probability”, 1(4), s. 504–512.

54 ekonomia 31

Juliusz Jab³ecki, Ryszard Kokoszczyñski, Pawe³ Sakowski, Robert Œlepaczuk Piotr Wójcik



Rogers L.C.G., Satchell S.E. oraz Yoon Y., 1994, Estimating the volatility of stock prices:
a comparison of methods that use high and law prices, „Applied Financial Econo-
mics” 4(3), s. 241–247.

Rubinstein M., 1994, Implied binomial trees, „Journal of Finance” 49, s. 771–818.
Schimko D., 1993, Bounds on probability, „Risk” 6, s. 33–37.
Schonbucher P.J., 1999, A market model for stochastic implied volatility, „Philosophi-

cal Transaction of the Royal Society” 357(1758), s. 2071–2092.
Schwert G.W., 1989, Why Does Stock Market Volatility Change over Time?, „Journal of

Finance” 44(5), s. 1115–53.
Sharpe W.F., 1964, Capital Asset Prices: A Theory of Market Equilibrium under Condi-

tions of Risk, „The Journal of Finance” 19(3), s. 425–442.
Shu J. oraz Zhang J.E., 2006, Testing range estimators of historical volatility, „Journal of

Futures Markets” 26(3), s. 297–313.
Sinclair E., 2008, Volatility Trading, Wiley Trading.
Œlepaczuk R. oraz Zakrzewski G., 2008, High-Frequency and Model Free Volatility Esti-

mators, „Working Paper” 13/2009 (23), University of Warsaw, Faculty of Economic
Sciences.

Taylor J.W., 2004, Volatility forecasting with smooth transition exponential smoothing,
„International Journal of Forecasting” 20(2), s. 273–286.

Taylor S.J., 1986, Modeling Financial Time Series, John Wiley and Sons, Chichester,
UK.

Whaley R.E., 1993, Derivatives on Market Volatility: Hedging Tools Long Overdue,
„Journal of Derivatives” 1, s. 71–84.

Wilmott P., 2006, Paul Wilmott On Quantitative Finance, John Wiley & Sons Ltd.
Yang D. oraz Zhang Q., 2000, Drift-Independent Volatility Estimation Based on High,

Low, Open, and Close Prices, „Journal of Business” 73(3), s. 477–91.
Zhang L., Mykland P.A. oraz Ait-Sahalia Y., 2005, A Tale of Two Time Scales: Determi-

ning Integrated Volatility With Noisy High-Frequency Data, „Journal of the Ameri-
can Statistical Association” 100, s. 1394–1411.

A b s t r a c t Volatility Measurement, Modeling and Forecasting—An Overview of the Literature

The paper presents an overview of the literature on volatility measurement, 
modeling and forecasting, from the perspective of option pricing. The follow-
ing conclusions are drawn. First, efficient volatility estimation utilizes 
intraday data and measures such as realized volatility (i.e. sum of squared re-
turns calculated over short, e.g. 5-minute, time intervals) or realized range. 
Second, volatility lends itself—at least to some extent—to forecasting, where-
by the most efficient forecasts are those extracted from option prices quoted 
on the market, which squares with the basic theory of forecasting as market ex-
pectations are based on a broader set of information than backward-looking 
time series forecasts. Third, although Black-Scholes option pricing theory was 
derived under the assumption of constant volatility, the approach can be fairly 
easily generalized to cover cases of time-dependent, time and asset price de-
pendent, and even stochastic volatility. Each of those models allows to capture 
some key element of the empirically observed pattern of market returns and 
each allows constructing a hedged option position that leads to a differential 
equation determining the option price (under specified boundary conditions), 
although not always in closed form.
Key words: historical variability, implied volality, valuation of options, generalized 
autoregressive conditional heteroskedasticy
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